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Àííîòàöèÿ
Â äàííîé ðàáîòå ìû îáîáùàåì êëþ÷åâûå îïðåäåëåíèÿ èç ìåòîäà ¾ôîðìàëüíîãî

àíàëèçà ïîíÿòèé¿ ñ ïîìîùüþ èäåé ñåìàíòè÷åñêîãî âåðîÿòíîñòíîãî âûâîäà. Ïîêàçà-
íî, ÷òî â ñòàíäàðòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ââîäèìûå íàìè îáúåêòû ïîëíîñòüþ ñîîòâåò-
ñòâóþò èñõîäíûì îïðåäåëåíèÿì â ¾ôîðìàëüíîì àíàëèçå ïîíÿòèé¿. Ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëåí ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé âîññòàíàâëèâàòü ïîíÿòèÿ â ôîð-
ìàëüíûõ êîíòåêñòàõ â óñëîâèÿõ øóìà íà äàííûõ.

1 Ââåäåíèå
Ïðåäñòàâèì, ÷òî èññëåäîâàòåëþ íåîáõîäèìî êëàññèôèöèðîâàòü êîíå÷íîå ÷èñëî íåêîòî-
ðûõ íàáëþäàåìûõ îáúåêòîâ ïîn ïðèçíàêàì. Íàáëþäåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ â ñåðèè ýêñïåðè-
ìåíòîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ óñòàíàâëèâàåòñÿ, èìååò ëè îáúåêò òîò èëè èíîé ïðèçíàê.
Ôàêòè÷åñêè ðåçóëüòàò êàæäîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû, ñòðîêè
êîòîðîé ïîìå÷åíû èìåíàìè íàáëþäàåìûõ îáúåêòîâ, ñòîëáöû � íàçâàíèÿìè ïðèçíàêîâ,
è êàæäàÿ êëåòêà ñ êîîðäèíàòîé (i, j) çàïîëíåíà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè i-ûé
îáúåêò èìååò ïðèçíàê j. Íà ðåçóëüòàòàõ îäíîãî ýêñïåðèìåíòà ëîãè÷íî êëàññèôèöèðî-
âàòü îáúåêòû ñëåäóþùèì îáðàçîì � âûäåëèòü â ãðóïïû òå îáúåêòû, êîòîðûå èìåþò
îáùèé íàáîð ïðèçíàêîâ, è íèêàêîé äðóãîé îáúåêò ðîâíî ýòèì æå íàáîðîì ïðèçíàêîâ
íå îáëàäàåò. Èçâåñòíî, ÷òî ïîëó÷àåìûå òàêèì îáðàçîì ïàðû <ãðóïïà îáúåêòîâ, íàáîð
ïðèçíàêîâ> ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì óïîðÿäî÷èòü è ïðåäñòàâèòü â íåêîòîðîì íà-
ãëÿäíîì âèäå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîãî ìåòîäà ¾ôîðìàëüíî-
ãî àíàëèçà ïîíÿòèé¿ [4, 5] (Formal Concept Analysis, â äàëüíåéøåì ñîêðàùåííî FCA).
Îäíàêî ïðåäñòàâèì, ÷òî íàì èçâåñòíû ðåçóëüòàòû íå òîëüêî îäíîãî ýêñïåðèìåíòà, íî
öåëîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ, è äëÿ ïîñòðîåíèÿ êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ ìû õîòåëè áû
ïðèâëå÷ü âñþ ñîâîêóïíîñòü ïîëó÷åííûõ äàííûõ. Ïðè ýòîì íàäî ïîíèìàòü, ÷òî äëÿ îáú-
åêòà â íåêîòîðîì ÷èñëå ýêñïåðèìåíòîâ ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî íàëè÷èå îïðåäåëåííîãî
ïðèçíàêà, à â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè íàáëþäåíèé ó îáúåêòà ýòîò ïðèçíàê ìîæåò îòñóòñòâî-
âàòü. ×òîáû ó÷åñòü ýòó íå÷åòêîñòü ïðè ïîñòðîåíèè êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ íà îñíîâå
ñåðèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ìû èñïîëüçóåì ìåòîä ñåìàíòè÷åñêîãî âåðîÿòíîñòíîãî
âûâîäà, ïðåäñòàâëåííûé â ðàáîòàõ [1, 11, 12]. Â äàííîé ñòàòüå ìû îáîáùèì ñòàíäàðòíîå
èñïîëüçóåìîå â FCA ïîíÿòèå èñòèííîñòè èìïëèêàöèè íà äàííûõ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé
îöåíêè èñòèííîñòè, îñíîâàííîé íà âåðîÿòíîñòíîé ìåðå. Äàëåå ìû îïðåäåëèì àíàëîã êëàñ-
ñèôèêàöèîííîé åäèíèöû, âîçíèêàþùåé â ìåòîäå FCA, ñ ïîìîùüþ íåïîäâèæíûõ òî÷åê
èìïëèêàöèé, èñòèííûõ íà äàííûõ ñ ó÷åòîì ââåäåííîé îöåíêè. Íàì íå èçâåñòíû ðàáîòû,
â êîòîðûõ áû ïðåäëàãàëñÿ àíàëîãè÷íûé âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [3]

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (MK-2037.2011.9), ãðàíòà ÐÔÔÈ (11-07-
00560a) è Èíòåãðàöèîííûõ ïðîåêòîâ ÑÎ ÐÀÍ (ãðàíòû � 47, 111, 119).
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îñíîâíûå îáúåêòû ¾ôîðìàëüíîãî àíàëèçà ïîíÿòèé¿ ïåðåôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ âå-
ðîÿòíîñòíîé ëîãèêè, îäíàêî ïðè ýòîì ñàìî èõ îïðåäåëåíèå â ðàìêàõ FCA íå îáîáùàåòñÿ.

Â äàííîé ñòàòüå ìû ïðåñëåäóåì öåëü óñòàíîâèòü ñâÿçè ìåæäó ¾ôîðìàëüíûì àíà-
ëèçîì ïîíÿòèé¿ è ìåòîäîì ñåìàíòè÷åñêîãî âåðîÿòíîñòíîãî âûâîäà. Íàó÷íûì âêëàäîì
äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå êëþ÷åâûõ ïîíÿòèé ìåòîäà FCA â ðàìêàõ ñåìàíòè-
÷åñêîãî âåðîÿòíîñòíîãî âûâîäà.

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ
Íà÷íåì ñ îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé è ðåçóëüòàòîâ ¾ôîðìàëüíîãî àíàëèçà ïîíÿòèé¿.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôîðìàëüíûì êîíòåêñòîì íàçûâàåòñÿ òðîéêà(G,M, I), ãäå G è M �
íåêîòîðûå ìíîæåñòâà, à I ⊆ G×M � íåêîòîðîå îòíîøåíèå ìåæäó ýëåìåíòàìèG è
M. Ýëåìåíòû G íàçûâàþòñÿ îáúåêòàìè êîíòåêñòà à ýëåìåíòûM � àòðèáóòàìè êîí-
òåêñòà. Ôîðìàëüíûé êîíòåêñò íàçîâåì êîíå÷íûì, åñëèG è M ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè
ìíîæåñòâàìè.

Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè ìû îïóñêàåì ñëîâî ¾ôîðìàëüíûé¿ è áóäåì íàçûâàòü òðîéêè
(G,M, I), óêàçàííûå â îïðåäåëåíèè, êîíòåêñòàìè. Ëþáîé êîíòåêñò ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå òàáëèöû, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî çàìå÷åíî âî ââåäåíèè. Åñëè(G, M, I) � êîí-
òåêñò, òî íà ïîäìíîæåñòâàõA ⊆ G, B ⊆ M îïðåäåëèì îïåðàöèþ ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A′ = {m ∈ M |∀ g ∈ A (g, m) ∈ I}, B′ = {g ∈ G |∀ m ∈ B (g, m) ∈ I}.

Åñëè g ∈ G, òî îáîçíà÷åíèå g′ áóäåò ñëóæèòü ñîêðàùåíèåì äëÿ ìíîæåñòâà{g}′.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïîíÿòèåì â êîíòåêñòå (G, M, I) íàçûâàåòñÿ ïàðà (A,B), ãäå A ⊆
G, B ⊆ M, A′ = B è B′ = A. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îáúåìîì, à B �
ñîäåðæàíèåì ïîíÿòèÿ (A,B).

Ôàêòè÷åñêè ¾ïîíÿòèå¿ ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèîííîé åäèíèöåé, ãðóïïèðóþùåé îáú-
åêòû è àòðèáóòû êîíòåêñòà.

Ñëåäóþùèé ïðîñòîé ôàêò áóäåò ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàòüñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ îñ-
íîâíûõ óòâåðæäåíèé ñòàòüè:

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî êîíòåêñòà (G,M, I) è ìíîæåñòâ B1, B2 ⊆ M âåðíî:

1. B1 ⊆ B2 =⇒ B′
2 ⊆ B′

1

2. B1 ⊆ B′′
1 .

Îïðåäåëåíèå 3. Îïðåäåëèì (÷àñòè÷íîå) óïîðÿäî÷åíèå6 ïîíÿòèé êîíòåêñòà ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: åñëè (A1, B1) è (A2, B2) � ïîíÿòèÿ â íåêîòîðîì êîíòåêñòå, òî ïîëàãàåì
(A1, B1) 6 (A2, B2), åñëè A1 ⊆ A2 (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ïî ëåììå 1, åñëèB2 ⊆ B1).

Òåîðåìà. Îòíîøåíèå 6 ïîðîæäàåò íà ìíîæåñòâå ïîíÿòèé êîíòåêñòà ïîëíóþ ðå-
øåòêó, â êîòîðîé èíôèìóì è ñóïðåìóì ïîäìíîæåñòâ îïðåäåëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∧

j∈J

(Aj , Bj) = ( ∩
j∈J

Aj , ( ∪
j∈J

Bj)′′)

∨

j∈J

(Aj , Bj) = (( ∪
j∈J

Aj)′′, ∩
j∈J

Bj).
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I m1 m2 m3 m4

g1 × × ×
g2 × ×
g3 ×
g4 ×

Ðèñ. 1: Êîíòåêñò è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ðåøåòêà ïîíÿòèé.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé êîíòåêñò K = ({g1, g2, g3, g4}, {m1,m2,m3,m4}, I) ,
ïðåäñòàâëåííûé â òàáëè÷íîì âèäå íà ðèñóíêå 1. Ðåøåòêà âñåõ ïîíÿòèé â êîíòåêñòå
K ïðåäñòàâëåíà íà ýòîì æå ðèñóíêå, êàæäûé ýëåìåíò ðåøåòêè ïîìå÷åí ìíîæåñòâîì
îáúåêòîâ è àòðèáóòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, îáúåìîì è ñîäåðæàíèåì ïîíÿ-
òèÿ.

Ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ ïîëíîé ðåøåòêè ïîíÿòèé ïî çàäàííîìó êîíå÷íîìó êîíòåê-
ñòó [9, 10] ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç êëþ÷åâûõ àëãîðèòìîâ â ìåòîäå FCA . Ôàêòè÷åñêè, îíè
ïðîèçâîäÿò ïîñòðîåíèå êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ êîíòåêñòà â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûìè
äëÿ íèõ àòðèáóòàìè è ïîçâîëÿþò íàéòè âñå ñóùåñòâóþùèå êëàññû.

Åñëè çàäàí íåêîòîðûé êîíòåêñòK = (G,M, I), òî ìîæíî ãîâîðèòü îá èñòèííîñòè íàK
óòâåðæäåíèé ñëåäóþùåãî âèäà: ¾âñå îáúåêòû, îáëàäàþùèå àòðèáóòàìèB1 ⊆ M , èìåþò
òàêæå ìíîæåñòâî àòðèáóòîâ B2 ⊆ M¿. Ïîñêîëüêó âñå ñâîéñòâà êîíòåêñòà â îïðåäåëåí-
íîì ñìûñëå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâG è M , òî àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü î ïîäìíîæåñòâàõG: ¾âñå àòðèáóòû, èìåþùèå ñâîèìè îáúåêòà-
ìè A1 ⊆ G, òàêæå èìåþò ñâîèìè îáúåêòàìè è A2 ⊆ G¿. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óòâåðæäåíèÿ ëèøü ïåðâîãî âèäà. Ôàêòè÷åñêè, îíè îïðåäåëÿ-
þò ìîíîòîííûé îïåðàòîð, èìïëèêàöèþ, íà áóëåâîé àëãåáðå ïîäìíîæåñòâM . Ïîíÿòíî,
÷òî åñëè êîíòåêñò K êîíå÷åí, òî ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ óòâåðæäåíèé, èñòèííûõ íàK,
òàêæå êîíå÷íî. Ôîðìàëèçóåì ïîíÿòèå èìïëèêàöèè, èñòèííîé íà êîíòåêñòå, ñ ïîìîùüþ
îïðåäåëåíèé ãëàâû 2.3 â [4].

Îïðåäåëåíèå 4. Èìïëèêàöèåé íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå M íàçîâåì óïîðÿäî÷åííóþ
ïàðó ïîäìíîæåñòâ A,B ⊆ M , îáîçíà÷àåìóþ êàê A → B. Ìíîæåñòâî A íàçîâåì ïî-
ñûëêîé, à B � çàêëþ÷åíèåì èìïëèêàöèè A → B. Ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî T ⊆ M
óäîâëåòâîðÿåò èìïëèêàöèè A → B, åñëè A 6⊆ T èëè B ⊆ T . Ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ
M óäîâëåòâîðÿåò èìïëèêàöèè, åñëè êàæäîå èç ìíîæåñòâ ýòîãî ñåìåéñòâà óäîâëåòâî-
ðÿåò åé.

Åñëè K = (G,M, I) � íåêîòîðûé êîíòåêñò, òî èìïëèêàöèÿ A → B èñòèííà íà
K (îáîçíà÷åíèå K |= A → B), åñëè A,B ⊆ M è ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ {g′ | g ∈ G}
óäîâëåòâîðÿåò A → B.

Ñêàæåì, ÷òî ïîñûëêà èìïëèêàöèèA → B ëîæíà íà K, åñëè íå ñóùåñòâóåò g ∈ G
òàêîãî, ÷òî A ⊆ g′. Íàçîâåì èìïëèêàöèþ A → B òàâòîëîãèåé, åñëè B ⊆ A.

Äëÿ êîíòåêñòà K = (G,M, I) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ èìïëèêàöèé íàM ,
êîòîðûå èñòèííû íà êîíòåêñòå K, ÷åðåç Imp(K). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâîì
Imp(K) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî òàâòîëîãèé, à òàê æå ìíîæåñòâî òåõ èìïëèêàöèé, ïîñûëêà
êîòîðûõ ëîæíà íà K. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî èëè ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ
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óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîé èìïëèêàöèè, áóäåì èñïîëüçîâàòü òîò æå ñèìâîë|=, êîãäà ýòî
íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå.

Ëþáîå ìíîæåñòâî èìïëèêàöèé L íà ìíîæåñòâå M ïîðîæäàåò ìîíîòîííûé îïåðàòîð
fL : 2M → 2M , îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fL(X) = X ∪ {B | A → B ∈ L, A ⊆ X}.

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî X ⊆ M âåðíî fL(X) = X ⇔ X |= L.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü L � ñåìåéñòâî èìïëèêàöèé íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâåM . Òîãäà
äëÿ ëþáîãî X ⊆ M ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå Y ⊆ M òàêîå, ÷òî X ⊆ Y è fL(Y ) = Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì î÷åâèäíûé èíäóêòèâíûé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ðàñøèðåíèé
çàäàííîãî ìíîæåñòâà X ⊆ M . Ïîëîæèì íà÷àëüíîå ìíîæåñòâîX0 = X. Åñëè ïîñòðîåíî
ìíîæåñòâî Xi, òî ïîëàãàåì Xi+1 = fL(Xi). Òîãäà èñêîìîå Y =

⋃
i∈ω Xi. ¤

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ñåìåéñòâî èìïëèêàöèéL íà ìíîæåñòâåM îïðåäåëÿåò îïåðàòîð
f̄L : 2M → 2M , êîòîðûé äëÿ êàæäîãî X ⊆ M äàåò ìèíèìàëüíîå Y ⊆ M , óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå óñëîâèÿì çàìå÷àíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâàX ⊆ M âåðíî fL(X) = X
⇔ f̄L(X) = X.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè K = (G,M, I) � êîíòåêñò, A → B � èìïëèêàöèÿ íà M , òî K |=
A → B ⇔ ∀m ∈ B (K |= A → {m}).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èìïëèêàöèè òîëüêî âèäàA → {m} è èñïîëü-
çîâàòü îáîçíà÷åíèå A → m äëÿ òàêèõ èìïëèêàöèé.

Åñëè K � êîíòåêñò, òî äëÿ êàæäîé èìïëèêàöèèA → m ∈ Imp(K) íàéäåòñÿ ìíîæå-
ñòâî {A0 → m ∈ Imp(K) | A0 ⊆ A è äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A1 ⊆ A èç A1 ⊂ A0 ñëåäóåò
A1 → m 6∈ Imp(K)}. Äëÿ êîíòåêñòà K îáîçíà÷èì ÷åðåç MinImp(K) ìíîæåñòâî âñåõ
èìïëèêàöèé âèäà A0 → m, èñòèííûõ íà K, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî A0 ìèíèìàëüíî â óêà-
çàííîì ñìûñëå. Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå òàêîãî ðîäà èìïëèêàöèé ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì
îïðåäåëåíèÿ èìïëèêàöèè êàê çàêîíà â [1, 12, 11].

Äàëåå ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî íåñêîëüêî èçìåíåííîãî Ïðåäëîæåíèÿ 20 èç [4], êîòî-
ðîå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì â äàííîé ñòàòüå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü K = (G,M, I) � êîíòåêñò, T ⊆ Imp(K) � ìíîæåñòâî òàâ-
òîëîãèé íà M , à F ⊆ Imp(K) � ìíîæåñòâî èìïëèêàöèé, ïîñûëêè êîòîðûõ ëîæíû íà
K. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà B ⊆ M âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

1. fMinImp(K)\T (B) = B ⇔ B′′ = B;
2. åñëè B′ 6= ∅, òî fMinImp(K)\{F∪T}(B) = B ⇔ B′′ = B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâàB ⊆ M âåðíî
fImp(K)(B) = B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà fMinImp(K)(B) = B. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
fImp(K)(B) ⊃ B äëÿ íåêîòîðîãî B, òî (ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 2) ñóùåñòâóåò èìïëèêàöèÿ
A → m ∈ Imp(K) òàêàÿ, ÷òî A ⊆ B, íî m 6∈ B. Òîãäà íàéäåòñÿ èìïëèêàöèÿ A0 → m ∈
MinImp(K), ãäå A0 ⊆ A è ïîýòîìó A0 ⊆ B, m 6∈ B, fMinImp(K)(B) ⊃ B � ïðîòèâîðå÷èå.
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêóMinImp(K) ⊆ Imp(K).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òîfMinImp(K)\L(B) = B ⇔ fImp(K)\L(B) =
B, ãäå L = T , ëèáî L = F ∪T . Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîé èìïëèêàöèèA → m íà
M è ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A0 ⊆ A óñëîâèå A → m 6∈ T , î÷åâèäíî, âëå÷åò A0 → m 6∈ T ,
à èç óñëîâèÿ A′ 6= ∅ ñëåäóåò A′0 6= ∅ ïî ëåììå 1. Ïîýòîìó äàëåå äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ
1 è 2 äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâàImp(K), à íå MinImp(K).
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1.⇐: Ïóñòü B′′ = B, A1 → A2 ∈ Imp(K) \ T è A1 ⊆ B. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà A2 ⊆ B.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî g ∈ B′ âûïîëíÿåòñÿ g′ ⊇ A2, ïîñêîëüêó ïî ëåììå 1, g′ ⊇
B′′ = B, à èìïëèêàöèÿ A1 → A2 èñòèííà íà K. Èç ýòîãî ⋂{g′ | g ∈ B′} ⊇ A2. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ⋂{g′ | g ∈ B′} = B′′, íî òàê êàê B′′ = B, ïîëó÷àåì B ⊇ A2.

1.⇒: Ïî ëåììå 1 â ëþáîì ñëó÷àå èìååìB′′ ⊇ B, ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî
fImp(K)\T (B) = B, íî B′′ 6⊆ B. Òîãäà B 6|= B → B′′ 6∈ T è äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèéòè ê
ïðîòèâîðå÷èþ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òîB → B′′ ∈ Imp(K).

à) Åñëè B′ = ∅, òî ýòî, î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî, ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå íå ñóùå-
ñòâóåò g ∈ G òàêîãî, ÷òî B ⊆ g′, ò.å. ïîñûëêà èìïëèêàöèè ëîæíà íàK.

á) Ïóñòü B′ 6= ∅, íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ∀g ∈ G (B ⊆ g′ ⇒ B′′ ⊆ g′). ßñíî, ÷òî ∀g ∈
G (B ⊆ g′ ⇔ g ∈ B′) è, ïî ëåììå 1, ∀g ∈ B′ (B′′ ⊆ g′). Òàêèì îáðàçîì, åñëè B ⊆ g′

äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G, òî B′′ ⊆ g′, òî åñòü B → B′′ ∈ Imp(K). Áîëåå òîãî, B → B′′ ∈
Imp(K) \ F , ïîñêîëüêó B′ 6= ∅.

2. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 1, ïîñêîëüêó ÿñíî, ÷òî åñëè
fMinImp(K)\T (B) = B, òî è fMinImp(K)\{F∪T}(B) = B. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ ïóíê-
òîì á) âûøå. ¤

Äëÿ ëþáîãî êîíòåêñòàK = (G,M, I) èç îïðåäåëåíèÿ 2, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî ïîäìíî-
æåñòâî B ⊆ M ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàíèåì íåêîòîðîãî ïîíÿòèÿ â êîíòåêñòåK òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäàB′′ = B. Òàêèì îáðàçîì, êàê òîëüêî çàäàí êîíòåêñòK = (G,M, I), ìû èìååì
ìíîæåñòâî Imp(K) âñåõ èìïëèêàöèé, èñòèííûõ íà K, è íåïîäâèæíûå òî÷êè îïåðàòîðà
fMinImp(K)\T : 2M → 2M ñîâïàäàþò ñ ñîäåðæàíèÿìè ïîíÿòèé êîíòåêñòàK. Åñëè æå ñðåäè
èìïëèêàöèé èç MinImp(K)\T , íå ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî òåõ èìïëèêàöèéF , ïîñûë-
êà êîòîðûõ ëîæíà íà K, òî íåïîäâèæíûå òî÷êè îïåðàòîðà fMinImp(K)\{F∪T} : 2M → 2M

ñîâïàäàþò ñ ñîäåðæàíèÿìè ïîíÿòèé êîíòåêñòàK çà èñêëþ÷åíèåì åäèíñòâåííîãî ïîíÿ-
òèÿ (∅,M). Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî B ⊆ M óñëîâèå B′′ 6= M , î÷åâèäíî, âëå÷åò
B′ 6= ∅.

3 Âåðîÿòíîñòíûå ïîíÿòèÿ íà êëàññå êîíòåêñòîâ
Âûøå áûëî îïðåäåëåíî ïîíÿòèå èñòèííîñòè èìïëèêàöèè íà íåêîòîðîì îòäåëüíî âçÿ-
òîì êîíòåêñòå. Îïèøåì, êàê îáîáùèòü äàííîå ïîíÿòèå ñ ïîìîùüþ îöåíêè èñòèííîñòè
èìïëèêàöèè íà êëàññå êîíòåêñòîâ. Ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ èäåé ìåòîäà ñåìàíòè÷åñêîãî
âåðîÿòíîñòíîãî âûâîäà â ïðèìåíåíèè ê FCA. Â ðàìêàõ äàííîãî ìåòîäà, ïðåäñòàâëåííîãî
â [1, 11, 12], çàêîíîìåðíîñòè íà äàííûõ, â ÷àñòíîñòè, èìïëèêàöèè ôîðìàëèçóþòñÿ â âèäå
óíèâåðñàëüíûõ ôîðìóë ÿçûêà ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ÷åòíîé ñèãíàòóðû, ñîñòîÿùåé èç
ïðåäèêàòîâ è êîíñòàíò. Òàêèì îáðàçîì, ñòàíäàðòíîå ïîíÿòèå èìïëèêàöèè, îïðåäåëåííîå
â [4], îêàçûâàåòñÿ áîëåå óçêèì, ÷åì ïîíÿòèå çàêîíîìåðíîñòè íà äàííûõ, ðàññìàòðèâà-
åìîå â ñåìàíòè÷åñêîì âåðîÿòíîñòíîì âûâîäå (îòìåòèì, ÷òî â ñòàòüÿõ ïî FCA òàêæå
èçó÷àëèñü èìïëèêàöèè, äàëåêî âûõîäÿùèå çà ðàìêè îïðåäåëåíèé èç [4]). Îäíàêî äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû ïîêàçàòü ïðèìåíèìîñòü äàííîãî ìåòîäà äëÿ ¾àíàëèçà ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé¿,
íàì áóäåò óäîáíåå íå âûõîäèòü çà ðàìêè ñòàíäàðòíî èñïîëüçóåìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ îïðå-
äåëåíèé. Ïîýòîìó äàëåå ìû ïðåäñòàâèì íåêîòîðîå îãðàíè÷åíèå ìåòîäà ñåìàíòè÷åñêîãî
âåðîÿòíîñòíîãî âûâîäà â òåðìèíàõ, áëèçêèõ ê èñïîëüçóåìûì â FCA.

Îïðåäåëåíèå 5. Êëàññîì êîíòåêñòîâ íàä ìíîæåñòâàìè G è M íàçîâåì ñåìåéñòâî
K = {(G,M, Ij)}j∈J 6=∅, ãäå äëÿ êàæäîãî j ∈ J òðîéêà (G,M, Ij) ÿâëÿåòñÿ êîíòåêñòîì.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèåK(G, M) äëÿ êëàññà êîíòåêñòîâK íàä ìíîæåñòâàìè
G è M . Âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ ïåðâîãî òèïà íàçîâåì ïàðóM = (K(G,M), ρ), ãäå G 6=
∅ è ρ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà ìíîæåñòâåK, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: ∀ S1, S2 ⊆
G×M ∀ (G,M, I) ∈ K

(S1 6⊆ I èëè S2 ⊆ I) ⇐⇒ ρ({(G,M, Ij) | S1 ∪ S2 ⊆ Ij}) = ρ({(G, M, Ij) | S1 ⊆ Ij}).
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Åñëè S ⊆ G ×M , òî âåðîÿòíîñòüþ ìíîæåñòâà S íà ìîäåëè M íàçîâåì çíà÷åíèå
ôóíêöèè νM(S) = ρ({(G,M, I) ∈ K | S ⊆ I}).

Â ðàìêàõ äàííîãî ðàçäåëà äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì íàçûâàòü ïàðû(K(G,M), ρ) èç
îïðåäåëåíèÿ âûøå âåðîÿòíîñòíûìè ìîäåëÿìè èëè ïðîñòî ìîäåëÿìè.

Ïóñòü M = (K(G,M), ρ) � âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü è A → m � íåêîòîðàÿ èìïëèêàöèÿ
íà ìíîæåñòâå M . Ïîäñòàíîâî÷íûì ñëó÷àåì èìïëèêàöèèA → m íà ìîäåëè M íàçîâåì
ïàðó 〈g, A → m〉, ãäå g ∈ G. Âåðîÿòíîñòüþ ïàðû 〈g, A → m〉 íà ìîäåëè M íàçîâåì
çíà÷åíèå ôóíêöèè

µM(〈g,A → m〉) =

{
νM( S∪{<g,m>} )

νM(S) , åñëè νM(S) 6= 0, ãäå S = {< g, a >| a ∈ A}
íå îïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Âåðîÿòíîñòüþ èìïëèêàöèèA → m íà ìîäåëèM íàçîâåì çíà÷åíèå ôóíêöèè

ηM(A → m) =
{

íå îïðåäåëåíî, åñëè ∀g ∈ G µM(〈g, A → m〉) íå îïðåäåëåíî
infg∈GµM(〈g, A → m〉) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü M = (K(G,M), ρ) � âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü, A → m � íåêîòîðàÿ
èìïëèêàöèÿ íà ìíîæåñòâå M , âåðîÿòíîñòü êîòîðîé íà ìîäåëèM îïðåäåëåíà. Òîãäà
ηM(A → m) = 1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ∀K ∈ K (A → m ∈ Imp(K)).

Äîêàçàòåëüñòâî.⇒: Óñëîâèå ηM(A → m) = 1 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî g ∈ G çíà÷åíèå
µM(〈g,A → m〉) ëèáî íå îïðåäåëåíî, ëèáî ðàâíî1. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãîg ∈ G è êàæäîãî
êîíòåêñòà K ∈ K, ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé µM è ρ, âûïîëíÿåòñÿ A 6⊆ g′ èëè m ∈ g′. À
ýòî íåïîñðåäñòâåííî îçíà÷àåò, ÷òî ∀K ∈ K (A → m ∈ Imp(K)).

⇐: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ηM(A → m) < 1. Òîãäà íàéäåòñÿ g ∈ G òàêîå, ÷òî çíà÷åíèå
µM(〈g,A → m〉) îïðåäåëåíî è òàêæå ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû. Â ñâîþ î÷åðåäü, òîãäà
ñóùåñòâóåò K ∈ K, â êîòîðîì A ⊆ g′, íî m 6∈ g′, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A → m 6∈ Imp(K). ¤

Îïðåäåëåíèå 6. ÏóñòüM = (K(G,M), ρ) � âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü, imp(M) � ìíîæå-
ñòâî òåõ èìïëèêàöèé íàM , âåðîÿòíîñòü êîòîðûõ íàM îïðåäåëåíà. Âåðîÿòíîñòíûìè
çàêîíîìåðíîñòÿìè (âåðîÿòíîñòíûìè çàêîíàìè [1, 11, 12]) íàM íàçîâåì èìïëèêàöèè
A → m ∈ imp(M), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

• ηM(A → m) 6= 0;

• åñëè A0 → m ∈ imp(M) è A0 ⊂ A, òî ηM(A0 → m) < ηM(A → m).

Èìïëèêàöèþ A → m ∈ imp(M) íàçîâåì ìàêñèìàëüíî ñïåöèôè÷íîé âåðîÿòíîñòíîé
çàêîíîìåðíîñòüþ (ìàêñèìàëüíî ñïåöèôè÷íûì çàêîíîì [1, 11]) íàM, åñëè îíà åñòü âå-
ðîÿòíîñòíàÿ çàêîíîìåðíîñòü íàM, A 6= {m}, è íå ñóùåñòâóåò òàêîé âåðîÿòíîñòíîé
çàêîíîìåðíîñòè A0 → m íà M, ÷òî A ⊂ A0 è A0 → m íå òàâòîëîãèÿ.

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè èìïëèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñïåöèôè÷íîé âåðîÿòíîñòíîé
çàêîíîìåðíîñòüþ íà ìîäåëèM, òî îíà íå òàâòîëîãèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü M = (K(G, M), ρ) � âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü, S(M) � ìíîæå-
ñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíî ñïåöèôè÷íûõ âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîìåðíîñòåé íàM. Èìïëè-
êàöèþ A → m ∈ S(M) íàçîâåì ñèëüíåéøåé âåðîÿòíîñòíîé çàêîíîìåðíîñòüþ íàM, åñ-
ëè çíà÷åíèå åå âåðîÿòíîñòè íàM ìàêñèìàëüíî ñðåäè âñåõ èìïëèêàöèéB → m ∈ S(M).

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå D(M) äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ ñèëüíåéøèõ âåðîÿò-
íîñòíûõ çàêîíîìåðíîñòåé íà ìîäåëèM.
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Îòìåòèì, ÷òî â âèäó äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîãî çàäàíèÿ ôóíêöèèρ â îïðåäåëåíèè
âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè, íè÷åì íå ãàðàíòèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìóìà â ñìûñëå îïðå-
äåëåíèÿ 7 è, òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå ñàìèõ ñèëüíåéøèõ âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíî-
ìåðíîñòåé. Îäíàêî äàëåå áóäåò ïðèâåäåí ñïîñîá çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè (íà îñ-
íîâå êîíå÷íîãî êëàññà êîíå÷íûõ êîíòåêñòîâ), ïðè êîòîðîì âîçíèêàåò øèðîêèé êëàññ
ìîäåëåé, ãàðàíòèðóþùèõ íàëè÷èå òàêèõ èìïëèêàöèé. Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî m ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî èìïëèêàöèé âèäàA → m, ÿâëÿþùèõñÿ
ñèëüíåéøèìè âåðîÿòíîñòíûìè çàêîíîìåðíîñòÿìè.

Íåôîðìàëüíî êàæäóþ èìïëèêàöèþ íà âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ñòîèò ðàññìàòðèâàòü
êàê ¾ïðåäñêàçàíèå¿ ñ íåêîòîðîé îöåíêîé èñòèííîñòè òîãî, ÷òî êàæäûé îáúåêò, èìåþ-
ùèé íàáîð àòðèáóòîâ èç ïîñûëêè, áóäåò èìåòü òàêæå àòðèáóò èç çàêëþ÷åíèÿ èìïëèêà-
öèè. Êàê è â ¾ôîðìàëüíîì àíàëèçå ïîíÿòèé¿ (íàïîìíèì ïðåäëîæåíèå 1), èìïëèêàöèè
â ìåòîäå ñåìàíòè÷åñêîãî âåðîÿòíîñòíîãî âûâîäà íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ ïðîöåññîì
âûäåëåíèÿ îáúåêòîâ è àòðèáóòîâ â êëàññèôèêàöèîííûå åäèíèöû. Åñëè äàííûå ïðåä-
ñòàâëåíû â âèäå íåêîòîðîãî êëàññà êîíòåêñòîâK, òî îò òîãî, êàêîãî ðîäà èìïëèêàöèè
âûäåëèòü ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ èìïëèêàöèé íà âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè(K, ρ), çàâèñèò
ôîðìèðîâàíèå ñàìèõ êëàññîâ íà îñíîâå ïðåäîñòàâëåííûõ äàííûõ. Ìèíèìàëüíûå èìïëè-
êàöèè â ñìûñëå ìíîæåñòâàMinImp(K), à òàêæå âåðîÿòíîñòíûå çàêîíîìåðíîñòè, ìàêñè-
ìàëüíî ñïåöèôè÷íûå è ñèëüíåéøèå âåðîÿòíîñòíûå çàêîíîìåðíîñòè ÿâëÿþòñÿ àäàïòàöèåé
ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòíûõ îïðåäåëåíèé èç [1, 11, 12, 15] ïðèìåíèòåëüíî ê ìåòîäó
FCA. Òàêîãî ðîäà èìïëèêàöèè îáëàäàþò ðÿäîì òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ ïîëåçíûõ
ñâîéñòâ, êîòîðûå îáîñíîâûâàþò èõ èñïîëüçîâàíèå:

• ìíîæåñòâî âñåõ ìèíèìàëüíûõ èìïëèêàöèé, èñòèííûõ íà êàæäîì êîíòåêñòå èç íåêî-
òîðîãî êëàññà K, äàåò â îïðåäåëåííîì ñìûñëå àêñèîìàòèçàöèþ ýòîãî êëàññà êîí-
òåêñòîâ � èç íèõ ñåìàíòè÷åñêè âûâîäèòñÿ èìïëèêàòèâíàÿ òåîðèÿ êëàññà êîíòåê-
ñòîâ, îãðàíè÷åííàÿ íà èìïëèêàöèè ñ íåëîæíîé ïîñûëêîé [1, 12] (àíàëîã òåîðåìû
Duquenne, Guigues î áàçèñå èìïëèêàöèé [6]);

• âåðîÿòíîñòíàÿ çàêîíîìåðíîñòü èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ¾ïðåäñêàçàíèÿ¿ àòðèáóòà â
åå çàêëþ÷åíèè íåêîòîðûì ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì àòðèáóòîâ ïîñûëêè ñ áîëü-
øåé (ëèáî ðàâíîé) âåðîÿòíîñòüþ, ÷åì ó ñàìîé çàêîíîìåðíîñòè; âìåñòå ñ òðåáîâà-
íèåì ìàêñèìàëüíîé ñïåöèôè÷íîñòè íà ïðàêòèêå ýòî ïðèâîäèò ê ãðóïïèðîâàíèþ
àòðèáóòîâ â ìåíüøèå êëàññû, ñ íàèáîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ [2];

• â [1, 11] äîêàçàíî, ÷òî åñëè â èìïëèêàöèÿõ äîïóñêàåòñÿ íåãàòèâíàÿ èíôîðìàöèÿ,
òî ìàêñèìàëüíî ñïåöèôè÷åñêèå âåðîÿòíîñòíûå çàêîíîìåðíîñòè îáðàçóþò íåïðîòè-
âîðå÷èâîå ìíîæåñòâî óòâåðæäåíèé (íå âîçíèêàåò ñèòóàöèè îäíîâðåìåííîãî ¾ïðåä-
ñêàçàíèÿ¿ íàëè÷èÿ àòðèáóòà è åãî îòñóòñòâèÿ);

• ñèëüíåéøèå âåðîÿòíîñòíûå çàêîíîìåðíîñòè ïðèâîäÿò ê îòíåñåíèþ àòðèáóòà ê òîìó
êëàññó àòðèáóòîâ, êîòîðûé ¾ïðåäñêàçûâàåò¿ åãî ñ ìàêñèìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ;
ïðè ýòîì íå èñêëþ÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà îäèí è òîò æå àòðèáóò ìîæåò âõîäèòü â
ðàçíûå êëàññû [14];

• ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììíàÿ ñèñòåìà Discovery, ðåàëèçóþùàÿ îáíàðóæåíèå óïîìÿíó-
òûõ òèïîâ èìïëèêàöèé íà òàáëè÷íûõ äàííûõ è ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ èì
êëàññîâ îáúåêòû-ïðèçíàêè. Ýòà ñèñòåìà óñïåøíî ïðèìåíÿëàñü äëÿ ðåøåíèÿ öåëîãî
ðÿäà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ [7, 1, 15].

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü M = (K(G,M), ρ) � âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü ïåðâîãî òèïà. Âå-
ðîÿòíîñòíûì ïîíÿòèåì êîíòåêñòà(G,M, I) ∈ K â ìîäåëèM íàçîâåì ïàðó ìíîæåñòâ
(A,B), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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• A ⊆ G, B ⊆ M ,

• fD(M)(B) = B,

• ∃E ⊆ B (f̄D(M)(E) = B è E 6= ∅ 6= E′),

• A =
⋃{E′ | ∅ 6= E ⊆ B, f̄D(M)(E) = B},

ãäå ′ � îïåðàöèÿ â ðàìêàõ êîíòåêñòà (G,M, I). Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî A íàçîâåì
îáúåìîì, à B � ñîäåðæàíèåì âåðîÿòíîñòíîãî ïîíÿòèÿ (A, B).

Òàêèì îáðàçîì, êàê òîëüêî çàäàíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëüM = (K(G, M), ρ), ìíî-
æåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïåðàòîðà fD(M) îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ
âåðîÿòíîñòíûõ ïîíÿòèé êîíòåêñòîâ êëàññàK â ìîäåëèM.

Òåîðåìà 1. Ðàññìîòðèì êîíòåêñò K = (∅ 6= G,M, I), è âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü
M = ({K}, ρ). Òîãäà äëÿ ëþáûõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâA ⊆ G è B ⊆ M ïàðà (A,B)
ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèåì â êîíòåêñòå K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A,B) ÿâëÿåòñÿ âå-
ðîÿòíîñòíûì ïîíÿòèåì êîíòåêñòàK â ìîäåëè M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S ⊆ Imp(K) � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàâòîëîãèé íàM è
âñåõ èìïëèêàöèé, ïîñûëêè êîòîðûõ ëîæíû íà êîíòåêñòåK. Ïîêàæåì, ÷òî MinImp(K)\
S = D(M).

⊆: Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ èìïëèêàöèþA → m ∈ MinImp(K) \ S. Â ñèëó îïðå-
äåëåíèÿ ìîäåëèM, äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊆ G×M èìååì ρ(S) = 0 ⇔ S 6⊆ I. Òàê
êàê ïîñûëêà A íå ëîæíà íà K, èç ýòîãî ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü èìïëèêàöèèA → m
íà ìîäåëèM îïðåäåëåíà, è òîãäà ïî çàìå÷àíèþ 3 èìååìηM(A → m) = 1. Â ñèëó ìèíè-
ìàëüíîñòè ïîñûëêè A, ëþáàÿ èìïëèêàöèÿ A0 → m, ãäå A0 ⊂ A, óæå íå èñòèííà íà K.
Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ïîñûëêàA íå ëîæíà íà K, òî è A0 íå ëîæíà íà K. Ïî çàìå÷àíèþ
3 òîãäà ηM(A0 → m) = 0 è, òàêèì îáðàçîì, èìïëèêàöèÿA → m ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé
çàêîíîìåðíîñòüþ íà M. Ñ ó÷åòîì ηM(A → m) = 1 è m 6∈ A èç ýòîãî ïîëó÷àåì, ÷òî
A → m ∈ D(M).

⊇: Ïî çàäàíèþ ìîäåëèM èìååì ∀S ⊆ G ×M ρ(S) ∈ {0, 1}, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþ-
áîé èìïëèêàöèè A → m ∈ D(M) èç îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé çàêîíîìåðíîñòè èìååì
ηM(A → m) = 1. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèèµM òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñûëêàA íå ëîæíà
íà K, è ïîýòîìó ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèé 3 è 4 èìååìA → m ∈ Imp(K)\S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íàéäåòñÿ èìïëèêàöèÿA0 → m ∈ Imp(K) òàêàÿ, ÷òîA0 ⊂ A. Òîãäà A0 → m ∈ Imp(K)\S,
ηM(A0 → m) = 1 è ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òîA → m � âåðîÿòíîñòíàÿ çàêî-
íîìåðíîñòü íàM. Ñëåäîâàòåëüíî, A → m ∈ MinImp(K) \ S.

Ïóñòü (A,B) � âåðîÿòíîñòíîå ïîíÿòèå êîíòåêñòàK â ìîäåëèM. Ïîêàæåì, ÷òî (A,B)
ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèåì â êîíòåêñòåK � äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òîA′ = B è B′ = A.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C = {E ⊆ B | f̄D(M)(E) = B, E 6= ∅ 6= E′}, ïî îïðåäåëåíèþ
âåðîÿòíîñòíîãî ïîíÿòèÿ îíî íå ïóñòî. Äëÿ êàæäîãîE ∈ C, âñëåäñòâèå f̄D(M)(E) = B
è äîêàçàííîãî âûøå, íàéäåòñÿ èìïëèêàöèÿ E → B ∈ Imp(K), ïîýòîìó B′ 6= ∅ è ñ
ó÷åòîì fD(M)(B) = B ïî ïóíêòó 2 ïðåäëîæåíèÿ 1 ïîëó÷àåì, ÷òîB′′ = B. Êðîìå òîãî, èç
E → B ∈ Imp(K) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî g ∈ E′ âåðíî g′ ⊇ B. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
êàæäîãî g ∈ ⋃{E′ | E ∈ C} = A âûïîëíåíî g′ ⊇ B è ïîýòîìó A ⊆ B′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
äëÿ êàæäîãî E ∈ C èç óñëîâèÿ E ⊆ B èìååì B′ ⊆ E′, ïîýòîìó B′ ⊆ ⋃{E′ | E ∈ C} = A.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì A = B′, ÷òî âìåñòå ñ B′′ = B äàåò A′ = B.

Ïóñòü (A,B) � ïîíÿòèå â êîíòåêñòåK, ïðè÷åì ìíîæåñòâàA è B íå ïóñòûå. Ïðîâåðèì,
÷òî (A,B) ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïîíÿòèåì êîíòåêñòàK â ìîäåëèM. Äåéñòâèòåëüíî,
òàê êàê A 6= ∅ è B′ = A, èìååì B′ 6= ∅ è, ïîñêîëüêó âåðíî B′′ = B, ïî ïóíêòó 2
ïðåäëîæåíèÿ 1, â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå, ïîëó÷àåìfD(M)(B) = B. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü,
÷òî A =

⋃{E′ | E ∈ C}, ãäå C = {E ⊆ B | E 6= ∅, f̄D(M)(E) = B}, òàê êàê, î÷åâèäíî,
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B ∈ C. Èìååì ⋃{E′ | E ∈ C} ⊇ B′ = A. Íàîáîðîò, åñëè g ∈ ⋃{E′ | E ∈ C}, òî íàéäåòñÿ
E ∈ C òàêîå, ÷òî g ∈ E′ è, òàêèì îáðàçîì, g′ ⊇ E. Â ñèëó f̄D(M)(E) = B, èìååì E → B ∈
Imp(K), ïîýòîìó g′ ⊇ B è çíà÷èò, g ∈ B′ = A. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ â îïðåäåëåíèè
âåðîÿòíîñòíîãî ïîíÿòèÿ âûïîëíåíû.¤

Ïóñòü K = {(∅ 6= G, M, Ij)}j∈J 6=∅ � êîíå÷íûé êëàññ, ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íûõ êîíòåê-
ñòîâ. Óêàæåì åñòåñòâåííûé ñïîñîá îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü(K, ρ) íà êëàññå
K. Äëÿ êàæäîãî êîíòåêñòà K ∈ K ïîëîæèì ρ({K}) = 1/|J |, à äëÿ ïîäìíîæåñòâà C ⊆ K
îïðåäåëèì ρ(C) =

∑
K∈C ρ({K}).

Òîãäà ρ � äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íàK è äëÿ êàæäîãîS ⊆ G×M âûïîëíÿåòñÿ
νM(S) = |J̃ |/|J |, ãäå J̃ � íàèáîëüøåå ïîäìíîæåñòâî J , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ∀j ∈
J̃ (S ⊆ Ij). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî òîãäà(K, ρ), äåéñòâèòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé
ìîäåëüþ. Îïðåäåëåííóþ òàêèì îáðàçîì ìîäåëüM íàçîâåì ÷àñòîòíîé âåðîÿòíîñòíîé
ìîäåëüþ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå ââåäåííûå íàìè îïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà G = {g1, g2} è M = {m1, m2,m3}. Ðàññìîòðèì
êëàññ K = {(G,M, Ij)}j∈{1,2,3}, ñîñòîÿùèé èç òðåõ êîíòåêñòîâ, ïðèâåäåííûõ íèæå â
òàáëè÷íîì âèäå:

I1 m1 m2 m3

g1 × ×
g2 ×

I2 m1 m2 m3

g1 × ×
g2 × ×

I3 m1 m2 m3

g1 × ×
g2 × ×

Òîãäà ïàðû ({g1}, {m1,m2, m3}) è ({g1, g2}, {m1,m2}) ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè âåðî-
ÿòíîñòíûìè ïîíÿòèÿìè êîíòåêñòà (G,M, I1) â ÷àñòîòíîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè
M = (K, ρ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðàρ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò çíà÷åíèåηM(A → m) äëÿ
êàæäîé èìïëèêàöèèA → m íà ìíîæåñòâå M . Â òàáëèöàõ íèæå ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ âåðî-
ÿòíîñòè âñåõ âîçìîæíûõ èìïëèêàöèé âèäàA → m íàM, íå ÿâëÿþùèõñÿ òàâòîëîãèÿìè.

A → m ηM(A → m)
{∅} → m1 2/3
m2 → m1 0
m3 → m1 2/3

m2,m3 → m1 0
{∅} → m2 1/3
m1 → m2 0

A → m ηM(A → m)
m3 → m2 1/3

m1,m3 → m2 0
∅→ m3 0
m1 → m3 0
m2 → m3 0

m1,m2 → m3 0

Ïîñûëêè èìïëèêàöèé, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâîD(M) âñåõ ñèëüíåéøèõ âåðî-
ÿòíîñòíûõ çàêîíîìåðíîñòåé íàM, îòìå÷åíû ôèãóðíûìè ñêîáêàìè. Ïðèâåäåì ïðèìåð
âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îäíîé èç èìïëèêàöèé â òàáëèöå âûøå:
ηM(m3 → m1) = infg∈G µM(〈g, m3 → m1〉) = infg∈G

νM({<g,m3>,<g,m1>})
νM({<g,m3>}) =

= νM({<g1,m3>,<g1,m1>})
νM({<g1,m3>}) = 2/3, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå µM(〈g2,m3 → m1〉) íå îïðåäåëåíî,

âñëåäñòâèå νM({< g2,m3 >}) = 0. Îòìåòèì, ÷òî èìïëèêàöèÿ m3 → m1 íå ÿâëÿåòñÿ
âåðîÿòíîñòíîé çàêîíîìåðíîñòüþ, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò èìïëèêàöèÿ∅ → m1 ñ òàêèì
æå çíà÷åíèåì âåðîÿòíîñòè íàM.

Ïðèâåäåì çíà÷åíèå îïåðàòîðà fD(M) íà ïîäìíîæåñòâàõ B ⊆ M :
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B ⊆ M fD(M)(B)
m1 m1,m2

m2 m1,m2

m3 m1, m2,m3

m1,m2 m1,m2

B ⊆ M fD(M)(B)
m1,m3 m1,m2,m3

m2,m3 m1,m2,m3

m1,m2, m3 m1,m2,m3

∅ m1,m2

Î÷åâèäíî, ðîâíî äâà ïîäìíîæåñòâàB ⊆ M óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ fD(M)(B) = B, à
èìåííî {m1, m2} è {m1,m2,m3}. Íàêîíåö,

⋃
{E′ | ∅ 6= E ⊆ {m1,m2}, f̄D(M)(E) = {m1,m2}} = {g1, g2},

⋃
{E′ | ∅ 6= E ⊆ {m1, m2,m3}, f̄D(M)(E) = {m1,m2,m3}} = {g1}.

Åäèíñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî E ⊆ {m1,m2,m3}, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì â îïðåäåëå-
íèè âåðîÿòíîñòíîãî ïîíÿòèÿ, ýòî ìíîæåñòâî{m3} è äëÿ íåãî èìååì {m3}′ = g1.

Òàêèì îáðàçîì, ({g1}, {m1,m2,m3}) è ({g1, g2}, {m1,m2}) ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè
âåðîÿòíîñòíûìè ïîíÿòèÿìè êîíòåêñòà (G,M, I1) â ìîäåëèM. ¤

4 Âåðîÿòíîñòíûå ïîíÿòèÿ íà îäíîì êîíòåêñòå
Â ðàçäåëå 3 áûëî ðàññìîòðåíî ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ïåðâîãî òèïà, îïðåäåëåí-
íîé íà êëàññå êîíòåêñòîâ. Ôàêòè÷åñêè, ëþáîé êëàññ êîíòåêñòîâK, íà êîòîðîì ìîæíî
ââåñòè âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó, ïîðîæäàåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé è
ïîñðåäñòâîì ýòîãî îïðåäåëÿåò âîçìîæíûå ñåìåéñòâà èìïëèêàöèé, ÿâëÿþùèåñÿ ñèëüíåé-
øèìè âåðîÿòíîñòíûìè çàêîíîìåðíîñòÿìè. Ñ ïîìîùüþ òàêèõ ñåìåéñòâ èìïëèêàöèé îñó-
ùåñòâëÿëîñü ¾ïðåäñêàçàíèå¿ àòðèáóòîâ ó îáúåêòîâ â ïðîèçâîëüíîì âûáðàííîì êîíòåêñòå
èç êëàññà K. Àíàëîãè÷íî îïèñàííîìó ïîäõîäó ìîæíî âûäåëèòü ñèëüíåéøèå âåðîÿòíîñò-
íûå çàêîíîìåðíîñòè íà îñíîâå ëèøü îäíîãî çàäàííîãî ôîðìàëüíîãî êîíòåêñòà. Äëÿ ýòîãî
íàì ïîòðåáóåòñÿ òîëüêî íåçíà÷èòåëüíî èçìåíèòü îïðåäåëåíèå 5 âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè.

Îïðåäåëåíèå 9. Âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ âòîðîãî òèïà (âåðîÿòíîñòíûì êîíòåê-
ñòîì) íàçîâåì ïàðó M = (K, ρ), ãäå K = (G,M, I) � êîíòåêñò è ρ � âåðîÿòíîñòíàÿ
ìåðà íà ìíîæåñòâå G, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâó

∀ B,C ⊆ M (B′ ⊆ C ′ ⇔ ρ((B ∪ C)′) = ρ(B′)).

Åñëè B → m � íåêîòîðàÿ èìïëèêàöèÿ íà ìíîæåñòâå M , òî åå âåðîÿòíîñòüþ íà
ìîäåëè M íàçîâåì çíà÷åíèå ôóíêöèè

ηM(B → m) =

{
ρ((B∪{m})′)

ρ(B′) , åñëè ρ(B′) 6= 0
íå îïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Â äàííîì ðàçäåëå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ïàðû (K, ρ) èç îïðåäåëåíèÿ âûøå
âåðîÿòíîñòíûìè ìîäåëÿìè èëè ïðîñòî ìîäåëÿìè.

Åñëè K = (∅ 6= G, M, I) � êîíå÷íûé êîíòåêñò, òî íàçîâåì ìîäåëüM = (K, ρ) ÷àñòîò-
íîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ, åñëè äëÿ êàæäîãî g ∈ G èìååì ρ({g}) = 1/|G| è äëÿ êàæäî-
ãî ïîäìíîæåñòâàA ⊆ G ρ(A) =

∑
g∈A ρ({g}). Òàêèì îáðàçîì, ∀B ⊆ M (ρ(B′) = |B′|/|G|).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî M, äåéñòâèòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ, ò.ê. äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ
B, C ⊆ M âåðíî B′ ⊆ C ′ ⇔ (B ∪ C)′ = B′ ⇔ |(B ∪ C)′| = |B′|.
Çàìå÷àíèå 5. Äëÿ ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè M = (K, ρ), ãäå K = (G,M, I), è
ëþáîé èìïëèêàöèè B → m íà ìíîæåñòâå M èìååì ηM(B → m) = 1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà B → m ∈ Imp(K) è B′ 6= ∅ (ãäå ′ � îïåðàöèÿ â ðàìêàõ êîíòåêñòà K).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ηM(B → m) = 1, òî ρ(B′) 6= ∅ è, ñëåäîâàòåëüíî, B′ 6= ∅, ò.å.
ïîñûëêà B íå ëîæíà íà K. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òîρ((B ∪{m})′) =
ρ(B′), ïîýòîìó èìååì B′ ⊆ {m}′, ÷òî ðàâíîñèëüíî B → m ∈ Imp(K). Ýòîò æå àðãóìåíò
äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó.¤

Îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòíîé çàêîíîìåðíîñòè, ìàêñèìàëüíî ñïåöèôè÷íîé âå-
ðîÿòíîñòíîé çàêîíîìåðíîñòè è ñèëüíåéøåé âåðîÿòíîñòíîé çàêîíîìåðíîñòè íà ìîäåëè
âòîðîãî òèïà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèÿì 6 è 7. Áóäåì èñïîëüçîâàòü òî æå
îáîçíà÷åíèå D(M) äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ ñèëüíåéøèõ âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîìåðíîñòåé íà
ìîäåëè âòîðîãî òèïàM, ÷òî è â ðàçäåëå 3.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü M = (K, ρ) � âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü, ãäå K = (G,M, I), à
S ⊆ Imp(K) � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàâòîëîãèé íàM è âñåõ èìïëèêàöèé,
ïîñûëêà êîòîðûõ ëîæíà íà K. Òîãäà âûïîëíåíî MinImp(K) \ S ⊆ D(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé èìïëèêàöèèB → m ∈ MinImp(K)\S âåðíî
B′ 6= ∅, ïîýòîìó, â ñèëó çàìå÷àíèÿ 5, èìååì ηM(B → m) = 1. Óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè
çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè äëÿ èìïëèêàöèèB → m íà ìîäåëèM âûïîëíåíî è, î÷åâèäíî, íå
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü âåðîÿòíîñòíîé çàêîíîìåðíîñòèB1 → m íà M òàêîé, ÷òî B ⊂ B1.
Êðîìå òîãî, èìïëèêàöèÿB → m ñàìà ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé çàêîíîìåðíîñòüþ, òàê êàê
èç óñëîâèÿ B → m ∈ MinImp(K)\S è çàìå÷àíèÿ 5 äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâàB0 ⊂ B èìååì
ηM(B0 → m) < 1. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ â îïðåäåëåíèè ñèëüíåéøåé âåðîÿòíîñòíîé
çàêîíîìåðíîñòè âûïîëíåíû èB → m ∈ D(M). ¤

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü M = (K, ρ) � âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü âòîðîãî òèïà, ãäå
K = (G,M, I). Âåðîÿòíîñòíûì ïîíÿòèåì â ìîäåëè M (ïîíÿòèåì âåðîÿòíîñòíîãî
êîíòåêñòà M) íàçîâåì ïàðó ìíîæåñòâ (A,B), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì îïðåäåëå-
íèÿ 8.

Ïóñòü M = (K, ρ) � âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü, ãäå K = (G,M, I). Ðàññìîòðèì êîíòåêñò
K = (G,M, Ī), ãäå Ī = {< g, m > | g ∈ G, m ∈ f̄D(M)(g′)}, ′ - îïåðàöèÿ â ðàìêàõ êîíòåê-
ñòà K. Äðóãèìè ñëîâàìè, I ⊆ Ī è îòíîøåíèå Ī ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî I äîáàâëåíèåì
ïàð < g,m >, ¾ïðåäñêàçûâàåìûõ¿ ñåìåéñòâîì èìïëèêàöèéD(M). Äëÿ ïîÿñíåíèÿ âçàè-
ìîñâÿçè ïîíÿòèé â êîíòåêñòåK è âåðîÿòíîñòíûõ ïîíÿòèé â ìîäåëèM âàæíî îòìåòèòü,
÷òî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íå âåðíî â îáå ñòîðîíû:

äëÿ ëþáûõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ A ⊆ G è B ⊆ M ïàðà (A,B) ÿâëÿåòñÿ âåðîÿò-
íîñòíûì ïîíÿòèåì â ìîäåëèM òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A, B) ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòè-
åì â êîíòåêñòå K.

Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëþáîé èç ïðèâåäåííûõ íèæå êîí-
òåêñòîâ K1 = ({g1, g2}, {m1}, I1), K2 = ({g1, g2}, {m1,m2,m3}, I2) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
÷àñòîòíûå âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëèM1 = (K1, ρ1) è M2 = (K2, ρ2).

I1 m1

g1 ×
g2

I2 m1 m2 m3

g1 ×
g2 × ×

Äëÿ ýòèõ ìîäåëåé èìååì D(M1) = {∅ → m1} è D(M2) = {∅ → m1, {m2} →
m3, {m3} → m2}. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ïîíÿòèé â ìîäåëèM1 ñîñòîèò
ðîâíî èç îäíîãî ïîíÿòèÿ ({g1}, {m1}), à ìíîæåñòâî { ({g1}, {m1}), ({g2}, {m1,m2,m3}) }
� åñòü âñå âåðîÿòíîñòíûå ïîíÿòèÿ â ìîäåëèM2.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî j = 1, 2 êîíòåêñò Kj ïîëó÷àåòñÿ èç Kj

îïðåäåëåíèåì Īj = Ij ∪ {< g2,m1 >}. Îñòàåòñÿ ëèøü ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ
ïîíÿòèé â êîíòåêñòå K1 ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé ïàðû ({g1, g2}, {m1}), à ìíîæåñòâî
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{ ({g1, g2}, {m1}), ({g2}, {m1,m2,m3}) }, ñîîòâåòñòâåííî, åñòü âñå ïîíÿòèÿ â êîíòåêñòå
K2.
Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, õàðàêòåðèçóþùåå âçàèìîñâÿçü
ïîíÿòèé â êîíòåêñòå K è âåðîÿòíîñòíûõ ïîíÿòèé â ìîäåëèM = (K, ρ):

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëèM = (K, ρ), ãäå K = (G,M, I), âûïîë-
íÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

1. åñëè (A,B) � ïîíÿòèå â êîíòåêñòå K, ïðè÷åì A 6= ∅ 6= B, òî ñóùåñòâóåò âåðî-
ÿòíîñòíîå ïîíÿòèå (A1, B1) â ìîäåëè M òàêîå, ÷òî A ⊆ A1 è B ⊆ B1;

2. åñëè (A1, B1) � âåðîÿòíîñòíîå ïîíÿòèå â ìîäåëèM, òî íàéäåòñÿ ïîíÿòèå (A,B)
â êîíòåêñòå K òàêîå, ÷òî ∅ 6= A ⊆ A1 è ∅ 6= B ⊆ B1. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî
A1 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îáúåìîâ íåêîòîðûõ òàêèõ ïîíÿòèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü S ⊆ Imp(K) ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàâòîëîãèé íà
M è âñåõ èìïëèêàöèé, ïîñûëêà êîòîðûõ ëîæíà íà K. Ïîñêîëüêó (A,B) � ïîíÿòèå â
êîíòåêñòå K, èìååì B′′ = B, B′ = A 6= ∅ è ïî ïðåäëîæåíèþ 1 òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî
fMinImp(K)\S(B) = B.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 2 èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèåMinImp(K)\S ⊆ D(M). Êðîìå òîãî, äëÿ
ëþáûõ ñåìåéñòâ èìïëèêàöèé L1 è L2 íà ìíîæåñòâå M è ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊆ M
èç L1 ⊆ L2 ñëåäóåò f̄L1(B) ⊆ f̄L2(B), ïîýòîìó B ⊆ f̄D(M)(B). Îáîçíà÷èì B1 = f̄D(M)(B),
C = {E ⊆ B1 | f̄D(M)(E) = B1, E 6= ∅ 6= E′} è A1 = ∪{E′ | E ∈ C}. ßñíî, ÷òî
f̄D(M)(B1) = B1. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî B ∈ C, A = B′ è B′ ⊆ A1. Ïîýòîìó èìååì
A ⊆ A1 è, òàêèì îáðàçîì, (A1, B1) � èñêîìîå âåðîÿòíîñòíîå ïîíÿòèå â ìîäåëèM.

2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C = {E ⊆ B1 | f̄D(M)(E) = B1, E 6= ∅ 6= E′} è ïðîèçâîëü-
íîå E ∈ C. Èìååì MinImp(K) \ S ⊆ D(M), ïîýòîìó f̄MinImp(K)\S(E) ⊆ B1. Îáîçíà÷èì
B = f̄MinImp(K)\S(E); ÿñíî, ÷òî f̄MinImp(K)\S(B) = B. Êðîìå òîãî, èçE 6= ∅ 6= E′ ñëåäóåò
B 6= ∅ 6= B′, ïîýòîìó ïî ïðåäëîæåíèþ 1 ïîëó÷àåìB′′ = B. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, E ⊆ B,
ïîýòîìó E′ ⊇ B′ è A1 = ∪{E′ | E ∈ C} ⊇ B′. Ïîëó÷àåì, ÷òî (B′, B) � èñêîìîå ïîíÿòèå â
êîíòåêñòå K.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå B = f̄MinImp(K)\S(E) âëå÷åò E → B ∈ Imp(K), ÷òî
ýêâèâàëåíòíî E′ ⊆ B′; ïîýòîìó ïîëó÷àåì E′ = B′. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ìíî-
æåñòâà E ∈ C è òîãî, ÷òî A1 = ∪{E′ | E ∈ C}, çàêëþ÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî A1 ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì îáúåìîâ íåêîòîðûõ ïîíÿòèé(A,B) â êîíòåêñòå K, ó êîòîðûõ∅ 6= B ⊆ B1.
¤

Äàëåå ïðèâåäåì ñõåìû âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð ïîèñêà âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîìåð-
íîñòåé è âåðîÿòíîñòíûõ ïîíÿòèé äëÿ çàäàííîé ÷àñòîòíîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëèM =
(K, ρ), ãäå K = (G,M, I) è ∀m ∈ M ({m}′ 6= ∅).

Ïóñòü S ⊆ Imp(K) � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàâòîëîãèé íàM è âñåõ èìïëèêà-
öèé, ïîñûëêà êîòîðûõ ëîæíà íàK. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ çàäàííîãî êîíòåêñòàK ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà MinImp(K) \ S ìîæåò ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñåòü îò çíà÷åíèÿ |G| × |M |. Ýòî
ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 â [8], ãäå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ òàêîãî êîíòåêñòà. Ïî
ïðåäëîæåíèþ 2 èìååì MinImp(K) \ S ⊆ D(M), à ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ çàêî-
íîìåðíîñòåé íàM ïî îïðåäåëåíèþ ñîäåðæèòD(M). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðîöåäóðà ïîèñêà
âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîìåðíîñòåé ðåàëèçóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýâðèñòèêè.

Ââåäåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ îáîçíà÷åíèé. Äëèíîé èìïëèêàöèèA → m íà
ìíîæåñòâå M áóäåì íàçûâàòü ìîùíîñòü åå ïîñûëêè, ò.å. ìíîæåñòâàA, è èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèå len(A → m). Ñêàæåì, ÷òî èìïëèêàöèÿ A2 → m ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì èì-
ïëèêàöèè A1 → m, åñëè A2 = A1 ∪ {n}, ãäå n ∈ M \ A1. Åñëè L � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî
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èìïëèêàöèé, òî ÷åðåç Spec(L) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ óòî÷íåíèé
èìïëèêàöèé èç L.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà îáíàðóæåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîìåðíîñòåé îñíîâàíà
íà èäåÿõ ìåòîäà ñåìàíòè÷åñêîãî âåðîÿòíîñòíîãî âûâîäà. Åå ñóòü çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäî-
âàòåëüíîì óòî÷íåíèè èìïëèêàöèé ñ ïðîâåðêîé âûïîëíèìîñòè óñëîâèé äëÿ âåðîÿòíîñòíîé
çàêîíîìåðíîñòè. Ïî ñóùåñòâó ðåàëèçóåòñÿ íàïðàâëåííûé ïåðåáîð èìïëèêàöèé, ïîçâîëÿ-
þùèé ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü ïðîñòðàíñòâî èõ ïîèñêà. Ñîêðàùåíèå ïåðåáîðà äîñòèãàåòñÿ
çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ýâðèñòèêè, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà,
êîãäà äëèíà ïîñûëêè èìïëèêàöèé äîñòèãàåò íåêîòîðîé çàäàííîé âåëè÷èíû, íàçûâàåìîé
ãëóáèíîé áàçîâîãî ïåðåáîðà, íà÷èíàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå óòî÷íåíèå òîëüêî òåõ èìïëè-
êàöèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòíûìè çàêîíîìåðíîñòÿìè.

Äëÿ ïðîñòîòû îïèøåì âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîöåäóðó ïîèñêà âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîìåð-
íîñòåé âèäà A → m íà ìîäåëè M äëÿ íåêîòîðîãî âûáðàííîãî àòðèáóòàm ∈ M . Êðîìå
óêàçàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëèM è ýëåìåíòà m ∈ M , âõîäíûì ïàðàìåòðîì äàííîé
ïðîöåäóðû òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãëóáèíà áàçîâîãî ïåðåáîðàd (1 6 d 6 |M |). Âûõîäíûìè äàí-
íûìè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íàéäåííûõ âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîìåðíîñòåé íà ìîäåëèM ñ
ýëåìåíòîì m â çàêëþ÷åíèè.

Íà øàãå k = 0 ãåíåðèðóåòñÿ ìíîæåñòâî imp(M)(k) èìïëèêàöèé, ñîñòîÿùåå èç îäíîé
èìïëèêàöèè íóëåâîé äëèíû, èìåþùåé âèäR = ∅ → m. Èìïëèêàöèÿ R ïðîõîäèò ïðî-
âåðêó íà âûïîëíåíèå óñëîâèé äëÿ âåðîÿòíîñòíîé çàêîíîìåðíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííûõ â
îïðåäåëåíèè 6. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîìåðíîñòåé, îáíàðóæåí-
íûõ íà k-îì øàãå âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû ÷åðåçREG

(k)
M (m). Åñëè R ÿâëÿåòñÿ âåðî-

ÿòíîñòíîé çàêîíîìåðíîñòüþ, òî REG
(0)
M(m) = {R}. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå REG

(0)
M(m) =

∅ è íà âûõîä ïðîöåäóðû âûäàåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
ηM(∅→ m) = 0 è ïîýòîìó, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìîäåëèM, âåðîÿòíîñòü ëþáîé èìïëèêà-
öèè B → m ëèáî íå îïðåäåëåíà, ëèáî ðàâíà íóëþ íàM, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íè îäíà èç
òàêèõ èìïëèêàöèé íå ìîæåò áûòü âåðîÿòíîñòíîé çàêîíîìåðíîñòüþ íà ìîäåëèM.

Íà øàãå 1 6 k 6 d ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî imp(M)(k) âñåõ óòî÷íåíèé âñåõ èìïëè-
êàöèé, ïîñòðîåííûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå, âåðîÿòíîñòü êîòîðûõ îïðåäåëåíà, íî íå ðàâíà
íóëþ, ëèáî åäèíèöå: imp(M)(k) = Spec({R | R ∈ imp(M)(k−1), 0 < ηM(R) < 1}), êàæäàÿ
èìïëèêàöèÿ â ýòîì ìíîæåñòâå èìååò äëèíók. Âñå èìïëèêàöèè èç ìíîæåñòâà imp(M)(k)

ïðîõîäÿò ïðîâåðêó íà âûïîëíåíèå óñëîâèé äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîìåðíîñòåé, è ôîð-
ìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî REG

(k)
M (m).

Íà øàãå d < k 6 |M | ãåíåðèðóåòñÿ ìíîæåñòâî imp(M)(k) âñåõ óòî÷íåíèé âñåõ âåðî-
ÿòíîñòíûõ çàêîíîìåðíîñòåé, îáíàðóæåííûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå, âåðîÿòíîñòü êîòîðûõ
ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû: imp(M)(k) = Spec({R | R ∈ REG

(k−1)
M (m), ηM(R) < 1}). Âñå ïî-

ëó÷åííûå èìïëèêàöèè èç ïðîõîäÿò ïðîâåðêó íà âûïîëíåíèå óñëîâèé äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ
çàêîíîìåðíîñòåé, è ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî REG

(k)
M (m). Èñïîëíåíèå âû÷èñëèòåëüíîé

ïðîöåäóðû çàâåðøàåòñÿ ëèáî íà øàãåk = |M |, ëèáî åñëè íà î÷åðåäíîì øàãå d < k < |M |
íå áóäåò îáíàðóæåíî íè îäíîé âåðîÿòíîñòíîé çàêîíîìåðíîñòè, ò.å. êîãäàREG

(k)
M (m) = ∅.

Èñêîìîå ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîìåðíîñòåé äëÿ àòðèáóòàm áóäåò ðàâíî îáú-
åäèíåíèþ ⋃

k REG
(k)
M (m); îíî âûäàåòñÿ íà âûõîä.

×òîáû èç ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà èìïëèêàöèé âûáðàòü ñåìåéñòâî ñèëüíåéøèõ âåðî-
ÿòíîñòíûõ çàêîíîìåðíîñòåé (ïî îòíîøåíèþ ê âõîäíûì ïàðàìåòðàì ïðîöåäóðû), äîñòà-
òî÷íî âïðÿìóþ ïðîâåðèòü óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 7.

Øàãè k 6 d íàçûâàþòñÿ áàçîâûì ïåðåáîðîì, à øàãè k > d � äîïîëíèòåëüíûì ïå-
ðåáîðîì. Êàê ïîêàçûâàþò ýêñïåðèìåíòû, äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ äî-
ñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ãëóáèíó áàçîâîãî ïåðåáîðà d 6 3. Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå
ïðîâåðêà âûïîëíèìîñòè íåðàâåíñòâ, óêàçàííûõ â îïðåäåëåíèè 6, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ó÷å-

13



òîì ñòàòèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ Ôèøåðà (òî÷íûé êðèòåðèé íåçàâèñèìîñòè Ôèøåðà äëÿ
òàáëèö ñîïðÿæåííîñòè), êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ ñ íåêîòîðûì (âûáðàííûì ïîëüçîâàòåëåì)
äîâåðèòåëüíûì óðîâíåì α.

Ïóñòü L � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîìåðíîñòåé íà ìîäåëè
M. Îòìåòèì, ÷òî åñëè L ÿâëÿåòñÿ âûõîäíûìè äàííûìè ïðèâåäåííîé âûøå ïðîöåäóðû
äëÿ ãëóáèíû áàçîâîãî ïåðåáîðà d = |M |, òî L = D(M).

Îïèøåì èòåðàòèâíóþ ïðîöåäóðó íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ïîíÿòèé â ìîäåëèM
îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà èìïëèêàöèéL.
Íà øàãå k = 1 ãåíåðèðóåòñÿ ìíîæåñòâî C(1) = {f̄L(A ∪ {m}) | A → m ∈ L}.

Íà øàãå k > 1 â ñëó÷àå åñëè C(k−1) = ∅, íà âûõîä ïðîöåäóðû âûäàåòñÿ ñïèñîê
îáíàðóæåííûõ âåðîÿòíîñòíûõ ïîíÿòèé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãîB ∈ C(k−1),
ðàññìàòðèâàÿ ñåìåéñòâî èìïëèêàöèé LB = {A → m ∈ L | A ⊆ B}, âû÷èñëÿåì ìíî-
æåñòâî A = {g ∈ G | g′ ∩ B 6= ∅, fLB

(g′ ∩ B) = B}. Åñëè A 6= ∅, òî ïàðà (A,B)
äîáàâëÿåòñÿ â ñïèñîê íàéäåííûõ âåðîÿòíîñòíûõ ïîíÿòèé. Äàëåå ãåíåðèðóåòñÿ ìíîæå-
ñòâî C(k) = {f̄L(B ∪ C) | B, C ∈ C(k−1), f̄L(B ∪ C) 6∈ C(k−1)} è ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä íà
ñëåäóþùèé øàã èòåðàöèè. Îïèñàíèå ïðîöåäóðû çàêîí÷åíî.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì êîíòåêñòûK1 è K2, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêå 2. Ïîíÿòèÿìè ñ
íåïóñòûìè îáúåìîì è ñîäåðæàíèåì â êîíòåêñòåK1 ÿâëÿþòñÿ ïàðû ({g1, . . . , g20}, {m1, . . . ,
m5}) è ({g21, . . . , g40}, {m6, . . . , m10}). Êîíòåêñò K2 áûë ïîëó÷åí èç K1 äîáàâëåíèåì ñëó-
÷àéíîãî øóìà. Çàäà÷à çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òîáû íà çàøóìëåííîì êîíòåêñòå âîññòàíî-
âèòü èñõîäíûå ïîíÿòèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííûìè àëãîðèòìàìè, íà ÷àñòîòíîé ìîäåëè
M = (K2, ρ) áûëî âû÷èñëåíî ìíîæåñòâî ñèëüíåéøèõ âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîìåðíîñòåé,
îíî îêàçàëîñü ñîñòàâëåííûì èç 22 èìïëèêàöèé. Ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ïîíÿòèé â
ìîäåëèM ñîâïàëî ñ ìíîæåñòâîì ïîíÿòèé â èñõîäíîì êîíòåêñòåK1, èìåþùèõ íåïóñòîé
îáúåì è ñîäåðæàíèå.

5 Çàêëþ÷åíèå
Èç îïðåäåëåíèé 5 è 9 ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðàçäåëåíèå ìåæ-
äó âåðîÿòíîñòíûìè ìîäåëÿìè ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà âåñüìà óñëîâíîå. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ëþáîé ìîäåëè M2 = (K, ρ2) âòîðîãî òèïà, ãäå K = (∅ 6= G, M, I), ìîæíî îïðåäåëèòü
ìîäåëü ïåðâîãî òèïà M1 = (K, ρ1) òàê, ÷òîáû D(M1) = D(M2). Â ñàìîì äåëå, äîñòà-
òî÷íî ïîëîæèòü K = {Kg | g ∈ G, Kg = ({h},M, Ig), Ig = {< h, m >|< g, m >∈ I}} è
îïðåäåëèòü ∀ C ⊆ K ρ1(C) = ρ2({g | Kg ∈ C}). Òîãäà äëÿ êàæäîé èìïëèêàöèè B → m

íà ìíîæåñòâå M èìååì ηM1(B → m) = µM1(〈h, B → m〉) = ρ1({Kg |{<h,n>|n∈B∪{m}}⊆Ig})
ρ1({Kg |{<h,n>|n∈B}⊆Ig}) =

ρ2((B∪{m})′)
ρ2(B′) è ïîýòîìó ηM1(B → m) = ηM2(B → m), ÷òî, î÷åâèäíî, âëå÷åò D(M1) =

D(M2). Òåì íå ìåíåå, íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ âàæíûì ðàçäåëåíèå ìåæäó àíàëèçîì
äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå êëàññà êîíòåêñòîâ, è àíàëèç äàííûõ íà îñíîâå ëèøü
îäíîãî çàäàííîãî êîíòåêñòà. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î çàäà÷å êëàññèôèêàöèè îáúåê-
òîâ, íàáëþäàåìûõ â ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ óñòàíàâëèâàåòñÿ, èìååò
ëè îáúåêò òîò èëè èíîé àòðèáóò. Âî âòîðîì ñëó÷àå êëàññèôèêàöèÿ îáúåêòîâ ñòðîèòñÿ
íà îñíîâå îäíîãî êîíòåêñòà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò âñþ ñîâîêóïíîñòü ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ îá ýòèõ îáúåêòàõ. Êîíòåêñò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íàëè÷èå
òîãî èëè èíîãî àòðèáóòà ó îáúåêòà, è ìåòîä FCA ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ÷åòêóþ êëàññèôèêà-
öèþ îáúåêòîâ íà îñíîâå çàäàííîãî êîíòåêñòà. Â ñâîþ î÷åðåäü, âûÿâëåíèå âåðîÿòíîñòíûõ
çàêîíîìåðíîñòåé íà ìîäåëè, îïðåäåëåííîé íà çàäàííîì êîíòåêñòå, ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü
óñòîé÷èâûå ê øóìàì êëàññèôèêàöèîííûå åäèíèöû.
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m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 m10
g1 × × × × ×
g2 × × × × ×
g3 × × × × ×
g4 × × × × ×
g5 × × × × ×
g6 × × × × ×
g7 × × × × ×
g8 × × × × ×
g9 × × × × ×
g10 × × × × ×
g11 × × × × ×
g12 × × × × ×
g13 × × × × ×
g14 × × × × ×
g15 × × × × ×
g16 × × × × ×
g17 × × × × ×
g18 × × × × ×
g19 × × × × ×
g20 × × × × ×
g21 × × × × ×
g22 × × × × ×
g23 × × × × ×
g24 × × × × ×
g25 × × × × ×
g26 × × × × ×
g27 × × × × ×
g28 × × × × ×
g29 × × × × ×
g30 × × × × ×
g31 × × × × ×
g32 × × × × ×
g33 × × × × ×
g34 × × × × ×
g35 × × × × ×
g36 × × × × ×
g37 × × × × ×
g38 × × × × ×
g39 × × × × ×
g40 × × × × ×

K1

m1 m2 m3 m4 m5
g1 × × × × ×
g2 × × × × ×
g3 × × × × ×
g4 × × × × ×
g5 × × × ×
g6 × × × × ×
g7 × × × ×
g8 × × × × ×
g9 × × × ×
g10 × × × ×
g11 × × × ×
g12 × × × ×
g13 × × × × ×
g14 × × × × ×
g15 × × × × ×
g16 × × × × ×
g17 × × × ×
g18 × × × × ×
g19 × × × × ×
g20 × × × × ×

m6 m7 m8 m9 m10
×

×
×

×

×

×

×
×

×
×

×
×

×
g21
g22
g23
g24 ×
g25 ×
g26
g27
g28
g29
g30
g31 ×
g32 ×
g33 ×
g34 ×
g35
g36 ×
g37 ×
g38
g39 ×
g40 ×

× × × ×
× × × ×
× × × ×
× × × × ×
× × × × ×
× × × ×
× × × ×
× × × ×

× × × ×
× × × ×

× × × × ×
× × × × ×
× × × × ×
× × × × ×
× × × ×
× × × × ×
× × × × ×
× × × ×
× × × × ×
× × × × ×

K2

Ðèñ. 2: Âîññòàíîâëåííûå ïîíÿòèÿ â çàøóìëåííîì êîíòåêñòå.

Ïðèìåð 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî íåêîòîðûé óðîâåíü øóìà íå ìåíÿåò ìíîæåñòâî ïîíÿòèé â
êîíòåêñòå, à èìåííî: ìíîæåñòâî ïîíÿòèé ñ íåïóñòûìè îáúåìîì è ñîäåðæàíèåì â èñõîäíîì
çàäàííîì êîíòåêñòå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âåðîÿòíîñòíûõ ïîíÿòèé íîâîãî êîíòåêñòà,
ïîëó÷åííîãî èç èñõîäíîãî âíåñåíèåì øóìà. Ñóùåñòâóþò øóìû (ñì. ôîðìàëüíîå îïðåäå-
ëåíèå â [1]), ëþáîé óðîâåíü êîòîðûõ íå ìåíÿåò ìíîæåñòâà ïîíÿòèé â êîíòåêñòå - ìíî-
æåñòâà ïîíÿòèé è âåðîÿòíîñòíûõ ïîíÿòèé äëÿ íåãî ñîâïàäàþò. Òàêèå øóìû íàçûâàþòñÿ
ñîõðàíÿþùèìè [1]. Ýòî ñòàâèò ïðîáëåìó õàðàêòåðèçàöèè òàêîãî ðîäà øóìîâ.

Â îïðåäåëåíèÿõ èìïëèêàöèé è çàêîíîìåðíîñòåé, ðàññìîòðåííûõ â äàííîé ñòàòüå, íå
èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå îòðèöàíèÿ. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà 2 çâó÷èò ñëàáåå, ÷åì
ýòî ìîæíî áûëî îæèäàòü. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ñàìèõ îñíîâàõ ìåòîäà ¾ôîðìàëüíîãî
àíàëèçà ïîíÿòèé¿ íå èñïîëüçóåòñÿ îòðèöàíèå, è â äàííîé ñòàòüå ìû õîòåëè ïîëó÷èòü íàè-
áîëåå ïðîñòî èçëàãàåìîå îáîáùåíèå îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé äàííîãî ìåòîäà. Ðàñøèðåíèå
ìåòîäà FCA â ðàìêàõ ðàññìîòðåííûõ èäåé ïîçâîëèò ôîðìàëèçîâàòü ïîíÿòèÿ ¾åñòåñòâåí-
íîé êëàññèôèêàöèè¿ è ¾èäåàëèçàöèè¿, êàê îïðåäåëÿåòñÿ â [1, 13].

Ñåìàíòè÷åñêèé âåðîÿòíîñòíûé âûâîä, ëåæàùèé â îñíîâå ôîðìàëèçàöèè âåðîÿòíîñò-
íûõ ïîíÿòèé, ðàçðàáîòàí äëÿ ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà è ìîæåò îáíàðóæèâàòü äîñòàòî÷-
íî ñëîæíûå çàêîíîìåðíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìè, êîòîðûå áûëè ðàññìîòðåíû â äàííîé
ðàáîòå. Áîëåå òîãî, â ðåëÿöèîííîì ïîäõîäå, èçëîæåííîì â ìîíîãðàôèÿõ [1, 7], àðãóìåí-
òèðóåòñÿ, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ÿçûêà ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ôîðìàëèçàöèè çàêîíîìåðíîñòåé
ïðèíöèïèàëüíî âàæíî äëÿ âîçìîæíîñòè â ïîëíîì îáúåìå àíàëèçèðîâàòü èíôîðìàöèþ,
ñîäåðæàùóþñÿ â äàííûõ. Íåêîòîðûå ïðèìåðû òàêèõ çàêîíîìåðíîñòåé ïðèâåäåíû íà âåá-
ñàéòå [15] ïî àäðåñó

http://math.nsc.ru/AP/Scienti�cDiscovery/pages/Examples_of_rules.html
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