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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ðàçëîæèìîñòè ýëåìåíòàðíûõ

òåîðèé � àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà íåòðèâèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
òåîðèè â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ (èëè áîëåå) òåîðèé äèçúþíêòíûõ
ñèãíàòóð. Äîêàçàíà Σ0

1�ïîëíîòà è, êàê ñëåäñòâèå, àëãîðèòìè÷åñêàÿ
íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ðàçëîæèìîñòè êîíå÷íûõ õîðíîâûõ óíè-
âåðñàëüíûõ òåîðèé à òàêæå ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ðàçëîæèìîñòè
äëÿ êîíå÷íûõ òåîðèé â ñèãíàòóðå, ñîäåðæàùåé òîëüêî îäíîìåñòíûå
ïðåäèêàòû è ñèìâîëû êîíñòàíò.

Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ðàçáèåíèé òåîðèé îáóñëîâëåí ïðàêòè÷åñêèìè çàäà-
÷àìè è ñâÿçàí ñ ðàçâèòèåì êîìïîíåíòíûõ ìåòîäîâ â àâòîìàòè÷åñêîì äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåì [1] è ñîïðîâîæäåíèè òåðìèíîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì [2, 3, 4, 5].
Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâà ðàçëîæèìîñòè ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé áûëî íà÷àòî
â [6], ãäå óñòàíîâëåíà îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíîé òåîðèè íà
íåðàçëîæèìûå êîìïîíåíòû è ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé ðàçëîæèìîñòè. Â
äàëüíåéøåì ýòè ðåçóëüòàòû áûëè ðàñøèðåíû íà áîëåå îáùåå ñâîéñòâî ∆ �
ðàçëîæèìîñòè òåîðèé â øèðîêîì êëàññå ëîãè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèé [7].

Åñòåñòâåííûì âîïðîñîì äëÿ èçó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü ðàñïî-
çíàâàíèÿ ñâîéñòâà ðàçëîæèìîñòè. Äëÿ ðÿäà êîíå÷íûõ ñèãíàòóð ïðîáëåìà
ðàçëîæèìîñòè êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåìûõ ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé îêàçûâà-
åòñÿ Σ0

1�ïîëíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé; â ÷àñòíî-
ñòè, ýòî âåðíî óæå äëÿ êîíå÷íûõ óíèâåðñàëüíûõ õîðíîâñêèõ òåîðèé. Îäíà-
êî â ñëó÷àå, êîãäà ñèãíàòóðà òåîðèè ñîñòîèò èç îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòíûõ è
êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ, ïðîáëåìà ðàçëîæèìîñòè îêàçûâàåòñÿ àëãîðèòìè÷å-
ñêè ðàçðåøèìîé. Äîêàçàòåëüñòâó ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïîñâÿùåíà äàííàÿ ñòà-
òüÿ. Âñå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â ñòàòüå, äîñòàòî÷íî ñòàí-
äàðòíû, è èõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [8, 9, 10].

Ââåäåì ñíà÷àëà íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. ×åðåç ω áóäåì, êàê îáû÷íî, îáî-
çíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷åðåç {0, 1}n � ìíîæåñòâî êîð-
òåæåé äëèíû n, ñîñòîÿùèõ èç íóëåé è åäèíèö. Åñëè Σ � ñèãíàòóðà, òî ÿçûê

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ� 05-01-04003-ÍÍÈÎ_à
(DFG project COMO, GZ: 436 RUS 113/829/0-1).
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ïåðâîãî ïîðÿäêà ýòîé ñèãíàòóðû ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç LΣ. Ïóñòü T �
ìíîæåñòâî ôîðìóë ïåðâîãî ïîðÿäêà. ×åðåç sig(T ) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíî-
æåñòâî âñåõ ñèãíàòóðíûõ ñèìâîëîâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëû èç T . Åñëè Σ
� íåêîòîðàÿ ñèãíàòóðà, òî ïîä òåîðèåé ñèãíàòóðû Σ ìû ïîíèìàåì ëþáîå
ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé ýòîé ñèãíàòóðû.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ðàçëîæèìîé òåîðèè.

Îïðåäåëåíèå 1 ([6]) Ïóñòü T , S0 è S1 � òàêèå òåîðèè, ÷òî

1. sig(S0) 6= ∅ 6= sig(S1);

2. sig(S0) ∩ sig(S1) = ∅, sig(S0) ∪ sig(S1) = sig(T );

3. Òåîðèÿ T ýêâèâàëåíòíà òåîðèè S0 ∪ S1.

Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî T ðàçëîæèìà íà òåîðèè S0 è S1. Ïàðó 〈S0,S1〉
íàçîâåì ðàçëîæåíèåì òåîðèè T . Ýòîò ôàêò áóäåò çàïèñûâàòüñÿ, êàê
T = S0 ] S1. Ïðè ýòîì òåîðèè S0 è S1 áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåíòàìè
ýòîãî ðàçëîæåíèÿ, à ñèãíàòóðû sig(S0) è sig(S1) áóäåì íàçûâàòü ñèã-
íàòóðíûìè êîìïîíåíòàìè ðàçëîæåíèÿ. Òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé,
åñëè ó íåå ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ðàçëîæåíèå. Ïðåäëîæåíèå ϕ íàçû-
âàåòñÿ ðàçëîæèìûì, åñëè ðàçëîæèìà îïðåäåëÿåìàÿ èì òåîðèÿ.

Îòìåòèì îäèí ïðîñòîé òåîðåòèêî�ìîäåëüíûé êðèòåðèé ðàçëîæèìîñòè
òåîðèé:

Ïðåäëîæåíèå 1 Ïóñòü ñèãíàòóðà Σ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåïóñòûõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñèãíàòóð Σ0 è Σ1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ti ìíîæåñòâî ñëåä-
ñòâèé èç òåîðèè T â ñèãíàòóðå Σi, i = 0, 1. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1. T ðàçëîæèìà íà êîìïîíåíòû ñèãíàòóð Σ0 è Σ1;

2. ëþáàÿ ìîäåëü ñèãíàòóðû Σ, îáåäíåíèÿ êîòîðîé íà ñèãíàòóðû Σ0 è
Σ1 ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè òåîðèé T0 è T1 ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ìîäåëüþ òåîðèè T .

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ýôôåêòèâíûå ñèãíàòóðû, òî åñòü òàêèå
ñèãíàòóðû, ó êîòîðûõ êàæäîìó ñèìâîëó åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèñâîåí åãî
íîìåð � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âñå íîìåðà îáðàçóþò íà÷àëüíûé (êîíå÷íûé èëè
áåñêîíå÷íûé) îòðåçîê ω, è ïî íîìåðó ñèìâîëà ìîæíî ýôôåêòèâíî âû÷èñ-
ëèòü ÷èñëî åãî àðãóìåíòîâ. Åñëè Σ � ïðîèçâîëüíàÿ ýôôåêòèâíàÿ ñèãíàòó-
ðà, òî ìîæíî îïðåäåëèòü åñòåñòâåííóþ (òàê íàçûâàåìóþ, ã�åäåëåâó) íóìåðà-
öèþ γ âñåõ ôîðìóë ýòîé ñèãíàòóðû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïî ïðîèçâîëüíîìó
íàòóðàëüíîìó ÷èñëó ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëà γn ñ ýòèì íîìåðîì,
è ïî ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëå ϕ ìîæíî ýôôåêòèâíî îïðåäåëèòü åå íåêîòîðûé
íîìåð n, ò.å. òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî ϕ = γn. Íà îñíîâå ýòîé ã�åäåëåâîé
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íóìåðàöèè ôîðìóë ìîæíî îïðåäåëèòü åñòåñòâåííóþ íóìåðàöèþ âñåõ êîíå÷-
íûõ ìíîæåñòâ ôîðìóë. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà îïðåäåëèì îáû÷íóþ íóìåðàöèþ
D âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ω:

Dn = {a0 < a1 < . . . < ak−1} ⇔ n =
∑
i<k

2ai .

Ïðè ýòîì, êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôîðìóë {γi0 , . . . γis} ïîëó÷àåò íîìåð n, åñ-
ëè Dn = {i0, . . . is}. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôîðìóë, èìåþùåå íîìåð n, áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç D̃n. Ïðè ýòîì, n áóäåì íàçûâàòü èíäåêñîì êîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà ôîðìóë D̃n.

Îáëàñòü çíà÷åíèÿ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç range (f).

Îïðåäåëåíèå 2 Ïðîáëåìà ðàçëîæèìîñòè äëÿ êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ ïðåäëî-
æåíèé ñèãíàòóðû Σ � åñòü ìíîæåñòâî èíäåêñîâ êîíå÷íûõ ðàçëîæèìûõ
òåîðèé ñèãíàòóðû Σ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ðàçëîæèìîñòè äëÿ ñèãíàòóðû Σ ðàçðåøèìà,
åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ëþáîìó êîíå÷íîìó íàáîðó ïðåä-
ëîæåíèé â ñèãíàòóðå Σ óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îí ðàçëîæèìûì.

Êîíå÷íûå óíèâåðñàëüíûå õîðíîâñêèå òåîðèè

Òåîðèÿ, àêñèîìàòèçèðóåìàÿ êîíå÷íûì íàáîðîì êâàçèòîæäåñòâ, íàçûâàåòñÿ
êîíå÷íîé óíèâåðñàëüíîé õîðíîâñêîé òåîðèåé. Èçâåñòíî, ÷òî àêñèîìàòèçà-
öèè òàêîãî ðîäà ñîîòâåòñòâóþò êëàññó ëîãè÷åñêèõ ïðîãðàìì [11]. Ìû îïóñ-
êàåì êâàíòîðû â çàïèñè àêñèîì òàêèõ òåîðèé è áóäåì èñïîëüçîâàòü ëåâî-
ñòîðîííèé ñòèëü çàïèñè èìïëèêàöèé, ïðèíÿòûé â ëîãè÷åñêîì ïðîãðàììè-
ðîâàíèè.

Òåîðåìà 1 Ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ñèãíàòóðà Σ òàêàÿ, ÷òî ïðîáëåìà ðàç-
ëîæèìîñòè êîíå÷íûõ óíèâåðñàëüíûõ õîðíîâñêèõ òåîðèé ñèãíàòóðû Σ ÿâ-
ëÿåòñÿ Σ0

1�ïîëíîé.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ ïî çàäàííî-
ìó m ∈ ω è ã�åäåëåâó íîìåðó ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f îïðåäå-
ëÿåò èíäåêñ êîíå÷íîé óíèâåðñàëüíîé õîðíîâñêîé òåîðèè Sm òàêîé, ÷òî Sm

ðàçëîæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m ∈ range (f).

Çàôèêñèðóåì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé f1, . . . , fk, ãäå fk ≡
f è äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , k} èìååò ìåñòî îäèí èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå
ñëó÷àåâ:

1. fi � åñòü ôóíêöèÿ ïðîåêöèè In
m(x1, . . . , xn) = xm, 1 6 m 6 n, ëèáî

ôóíêöèÿ-êîíñòàíòà 0(x) = 0, ëèáî ôóíêöèÿ ñëåäîâàíèÿ s(x) = x+ 1;
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2. fi � åñòü ñóïåðïîçèöèÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñ íîìåðàìè, ìåíüøèìè, ÷åì i;

3. fi ïîëó÷àåòñÿ ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèåé èç íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ óêà-
çàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùèõ íîìåðà ìåíüøå i.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f1, . . . , fk ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñõåìó âû÷èñ-
ëåíèÿ f . Äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , k} çàôèêñèðóåì îäèí èç ïåðå÷èñëåííûõ
ñëó÷àåâ äëÿ fi.

Äîêàæåì ìîäèôèöèðîâàííûé ðåçóëüòàò î ïðåäñòàâèìîñòè ÷àñòè÷íî âû-
÷èñëèìûõ ôóíêöèé ëîãè÷åñêèìè ïðîãðàììàìè (Òåîðåìà 9.6 â [11]). Â ÷àñò-
íîñòè, â äîêàçàòåëüñòâå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äîïîëíèòåëüíûé àðãóìåíò
s(0) äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëÿþùóþ òåîðèþ íåðàçëîæèìîé.
Íàì ïîòðåáóåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ëèøü äëÿ ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìûõ ôóíê-
öèé.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ óíèâåðñàëüíóþ õîðíîâñêóþ òåîðèþ T , îïðåäå-
ëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñèãíàòóðà T ñîäåðæèò îäíîìåñòíûé ôóíêöè-
îíàëüíûé ñèìâîë s, êîíñòàíòó 0 è äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , k} � n+2�ìåñòíûé
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë Pi, ãäå n � ÷èñëî àðãóìåíòîâ ôóíêöèè fi. Äëÿ êàæäîãî
i ∈ {1, . . . , k} òåîðèÿ T âêëþ÷àåò àêñèîìó ϕi ñëåäóþùåãî âèäà:

Ñëó÷àé 1: fi � åñòü In
m(x1, . . . , xn).

Òîãäà ϕi � óíèâåðñàëüíîå çàìûêàíèå ôîðìóëû Pi(x1, . . . , xn, xm, s(0)).
Ñëó÷àé 2: fi � åñòü 0(x).
Â ýòîì ñëó÷àå ϕi � åñòü óíèâåðñàëüíîå çàìûêàíèå ôîðìóëû Pi(x,0, s(0)).
Ñëó÷àé 3: fi � åñòü s(x).
Òîãäà ϕi � óíèâåðñàëüíîå çàìûêàíèå Pi(x, s(x), s(0)).
Ñëó÷àé 4: fi(x̄) = fj(fl1(x̄), . . . , flq (x̄)), ãäå j, l1, . . . , lq < i.
Â ýòîì ñëó÷àå ϕi � åñòü óíèâåðñàëüíîå çàìûêàíèå ôîðìóëû

Pi(x̄, y, s(0))←
q∧

p=1

Plp(x̄, zp, s(0)) ∧ Pj(z1, . . . , zq, y, s(0))

Ñëó÷àé 5: fi(x̄, y) ïîëó÷àåòñÿ ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèåé èç ôóíêöèé fj(x̄)
è fl(x̄, y, z), j, l < i; áîëåå òî÷íî, ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
fi(x̄, 0) = fj(x̄), fi(x̄, y + 1) = fl(x̄, y, fi(x̄, y)).

Â ýòîì ñëó÷àå ϕi � åñòü êîíúþíêöèÿ óíèâåðñàëüíîãî çàìûêàíèÿ ôîðìó-
ëû

Pi(x̄,0, t, s(0))← Pj(x̄, t, s(0))

è óíèâåðñàëüíîãî çàìûêàíèÿ ôîðìóëû

Pi(x̄, s(y), t, s(0))← Pl(x̄, y, u, t, s(0)) ∧ Pi(x̄, y, u, s(0)).

Îïðåäåëåíèå òåîðèè T çàâåðøåíî.
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Ëåììà 1 Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x1, . . . , xn, y âûïîëíÿåòñÿ

T `Pk (sx1(0), . . . , sxn(0), sy(0), s(0))⇔ f(x1, . . . , xn) = y.

(⇐) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ òåîðèè T .
(⇒) Îïðåäåëèì ìîäåëü1 M, êîòîðàÿ áóäåò èãðàòü âàæíóþ ðîëü â îñòàâ-

øåéñÿ ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Îñíîâíûì ìíîæåñòâîì ìîäåëè M
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à ñèãíàòóðà ñîñòîèò èç êîí-
ñòàíòû 0 è ôóíêöèè s, îïðåäåëåííîé ñòàíäàðòíûì îáðàçîì êàê s(m) = m+1.
Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé m�ìåñòíîé ôóíêöèè fi ìû ïîëàãàåì

M |= Pi(x1, . . . , xm, y, z)⇔ (fi(x1, . . . , xm) = y) ∧ (z = 1).

Î÷åâèäíî, M |= T .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

T `Pk(sx1(0), . . . , sxn(0), sy(0), s(0)).

Òîãäà M |= T âëå÷åò

M |= Pk(sx1(0), . . . , sxn(0), sy(0), s(0)),

ò.å., M |= Pk(x1, . . . , xn, y, 1), ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ M äàåò f(x1, . . . , xn) = y.
�

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå îïðåäåëåíèå è ëåì-
ìà, ïðèâåäåííûå íèæå.

Ïóñòü π � åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà M .
Ïóñòü Q ⊆ Mk � ïðåäèêàò íà M . Ïðåäèêàò Qπ = {〈π(a1), . . . , π(ak)〉 |
〈a1, . . . , ak〉 ∈ Q} íàçîâåì ñîïðÿæåííûì ñ Q ïðè ïîìîùè π. Åñëè F : Mk →
M � îïåðàöèÿ íà M , òî îïåðàöèþ, ñîïðÿæåííóþ ñ F ïðè ïîìîùè π, îïðå-
äåëèì, êàê Fπ(π(a1), . . . , π(ak)) = π(b) ⇔ F (a1, . . . , ak) = b. Ðåçóëüòàòîì
ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåíòà a ∈M ñ ïîìîùüþ π íàçîâåì π(a).

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ðàçëîæèìûõ òåîðèé äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî:

Ëåììà 2 Ïóñòü òåîðèÿ T ðàçëîæèìà íà êîìïîíåíòû S0 è S1 ñèãíàòóð
Σ0 è Σ1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü N |= T è ïóñòü π � ïðîèçâîëüíàÿ ïå-
ðåñòàíîâêà îñíîâíîãî ìíîæåñòâà ìîäåëè N. Îïðåäåëèì ìîäåëü Nπ êàê
ðåçóëüòàò çàìåíû ñèãíàòóðíûõ îïåðàöèé, ïðåäèêàòîâ è êîíñòàíò èç Σ0

íà èõ ñîïðÿæåííûå ñ ïîìîùüþ π. Òîãäà Nπ |= T .

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Âàæíûì ñâîéñòâîì ïîñòðîåííîé
òåîðèè T ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ýòà òåîðèÿ îñòàåòñÿ íåðàçëîæèìîé ïðè íåêîòîðûõ
å¼ åñòåñòâåííûõ ðàñøèðåíèÿõ:

1Â òåðìèíàõ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû M áóäåò ñâîáîäíîé àëãåáðîé ðàíãà 0 â êâàçèì-

íîãîîáðàçèè, îïðåäåëåííîì ïðåäëîæåíèÿìè T .
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Ëåììà 3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T ′ ⊇ T è T ′ âûïîëíÿåòñÿ â íåêîòîðîì îáî-
ãàùåíèè M̄ ìîäåëè M. Ïóñòü T ′ = S0 ] S1. Òîãäà ëèáî sig(T ) ⊆ sig(S0),
ëèáî sig(T ) ⊆ sig(S1).

Èíäóêöèåé ïî i ∈ {1, . . . , k} ïîêàæåì, ÷òî ñèìâîëû Pi, s è 0 îáÿçàíû ïðè-
íàäëåæàòü îäíîé ñèãíàòóðíîé êîìïîíåíòå ðàçëîæåíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ l < i, äëÿ íåêîòîðîãî
i 6 k. Ïîêàæåì, ÷òî îíî èñòèííî è äëÿ i. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:

Ñëó÷àé 1: fi � åñòü ôóíêöèÿ In
m(x1, . . . , xn) = xm.

Ïîäñëó÷àé 1.1: s,0 ∈ sig(Su), à Pi ∈ sig(S1−u), u ∈ {0, 1}.
Îïðåäåëèì ïåðåñòàíîâêó π îñíîâíîãî ìíîæåñòâà ìîäåëè M̄ òàê, ÷òîáû

sπ(0π) 6= 1. Ïóñòü M̄π � ìîäåëü, ïîëó÷åííàÿ èç M̄ çàìåíîé íà ñîïðÿæåííûå
âñåõ îïåðàöèé, ïðåäèêàòîâ è êîíñòàíò, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèìâîëàì sig(Su).
Èìååì M̄ |= T ′, íî, î÷åâèäíî, M̄π 6|=∀x̄ Pi(x̄, xm, s(0)), â òî âðåìÿ êàê ýòî
ïðåäëîæåíèå ïðèíàäëåæèò T ⊆ T ′. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 2, ñëåäîâà-
òåëüíî, äàííûé ïîäñëó÷àé íå ìîæåò èìåòü ìåñòà.

Ïîäñëó÷àé 1.2: s, Pi ∈ sig(Su), à 0 ∈ sig(S1−u), u ∈ {0, 1}.
Îïðåäåëèì ïåðåñòàíîâêó π îñíîâíîãî ìíîæåñòâà ìîäåëè M̄ òàê, ÷òîáû

0π 6= 0. Àðãóìåíò, ñõîæèé ñ ïðèâåäåííûì âûøå, ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííûé
ñëó÷àé òàêæå íåâîçìîæåí.

Ïîäñëó÷àé 1.3: 0, Pi ∈ sig(Su), à s ∈ sig(S1−u), u ∈ {0, 1}.
Äîñòàòî÷íî âûáðàòü ïåðåñòàíîâêó π îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M̄ ñî ñâîé-

ñòâîì sπ(0) 6= 1, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî äàííûé ñëó÷àé òàêæå íå ìîæåò èìåòü
ìåñòà.

Èç ðàññìîòðåííûõ ñèòóàöèé ñëåäóåò, ÷òî â Ñëó÷àå 1 ñèìâîëû 0, s è Pi

äîëæíû ïðèíàäëåæàòü îäíîé ñèãíàòóðíîé êîìïîíåíòå ðàçëîæåíèÿ.
Ñëó÷àé 2: fi � åñòü ôóíêöèÿ 0(x) = 0.
Ïîäñëó÷àé 2.1: Ñèìâîëû 0 è Pi ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ñèãíàòóðíûì

êîìïîíåíòàì.
Îïðåäåëèì ïåðåñòàíîâêó π îñíîâíîãî ìíîæåñòâà ìîäåëè M̄ òàê, ÷òîáû

0π 6= 0. Èìååì M̄ |= T ′, íî, î÷åâèäíî, M̄π 6|=∀xPi(x,0, s(0)), â òî âðåìÿ
êàê ýòî ïðåäëîæåíèå ïðèíàäëåæèò òåîðèè T ′. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 2,
ñëåäîâàòåëüíî äàííûé ïîäñëó÷àé íå ìîæåò èìåòü ìåñòà.

Ïîäñëó÷àé 2.2: 0, Pi ∈ sig(Su), à s ∈ sig(S1−u), u ∈ {0, 1}.
Âûáåðåì ïåðåñòàíîâêó π òàêóþ, ÷òî sπ(0) 6= 1 è èñïîëüçóåì àíàëîãè÷íûé

ïðèåì, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî äàííûé ïîäñëó÷àé òàêæå íåâîçìîæåí.
Çàêëþ÷àåì, ÷òî â Ñëó÷àå 2 ñèìâîëû 0, s è Pi òàêæå îáÿçàíû ïðèíàäëå-

æàòü îäíîé ñèãíàòóðíîé êîìïîíåíòå ðàçëîæåíèÿ.
Ñëó÷àé 3: fi � åñòü ôóíêöèÿ s(x) = x+ 1.
Ïîäñëó÷àé 3.1: s è Pi ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì ñèãíàòóðíûì êîìïî-

íåíòàì.
Îïðåäåëèì ïåðåñòàíîâêó π îñíîâíîãî ìíîæåñòâà ìîäåëè M̄ òàê, ÷òîáû

sπ 6= s êàê îïåðàöèè. Ïî ëåììå 2 èìååì M̄ |= T ′, îäíàêî M̄π 6|=∀xPi(x, s(x), s(0)),
â òî âðåìÿ êàê ýòî ïðåäëîæåíèå ïðèíàäëåæèò T ′. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå
2, ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ïîäñëó÷àé íåâîçìîæåí.
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Ïîäñëó÷àé 3.2: s, Pi ∈ sig(Su), à 0 ∈ sig(S1−u), u ∈ {0, 1}.
Âîçüìåì ïåðåñòàíîâêó π îñíîâíîãî ìíîæåñòâà ìîäåëè M̄ òàêóþ, ÷òî

0π 6= 0 è èñïîëüçóåì àíàëîãè÷íûé ïðèåì, ÷òîáû ïîêàçàòü íåâîçìîæíîñòü
äàííîãî ïîäñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 4: fi ïîëó÷àåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé èëè ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèåé
èç íåêîòîðûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ íîìåðà, ìåíüøèå, ÷åì i.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñèìâîëû s, 0 è Pj , j < i íàõîäÿòñÿ â
îäíîé ñèãíàòóðíîé êîìïîíåíòå ðàçëîæåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Pi ïîïàäàåò
â äðóãóþ ñèãíàòóðíóþ êîìïîíåíòó, ò.å. s,0 ∈ sig(Su), à Pi ∈ sig(S1−u),
u ∈ {0, 1}.

Îïðåäåëèì ïåðåñòàíîâêó π îñíîâíîãî ìíîæåñòâà ìîäåëè M̄ òàê, ÷òîáû
π(1) 6= 1. Ïóñòü M̄π � ìîäåëü, ïîëó÷åííàÿ èç M̄ çàìåíîé íà ñîïðÿæåííûå
âñåõ îïåðàöèé, ïðåäèêàòîâ è êîíñòàíò, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèìâîëàì sig(Su).
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x1, . . . , xn ∈ ω. Ïî ëåììå 1 äëÿ y = fi(x1, . . . , xn)
èìååì

T `Pi(sx1(0), . . . , sxn(0), sy(0), s(0)),

íî â òî æå âðåìÿ

M̄π 6|= Pi(sx1(0), . . . , sxn(0), sy(0), s(0)).

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 2, çíà÷èò Pi äîëæåí áûòü â îäíîé ñèãíàòóðíîé
êîìïîíåíòå âìåñòå ñ ñèìâîëàìè s, 0 è Pj äëÿ j < i. �

Îïðåäåëèì òåïåðü òåîðèþ Sm êàê:

Sm = T ∪ {∀xy (Q(y)← Pk(x, sm(0), s(0)))},

ãäå T � òåîðèÿ, ïîñòðîåííàÿ âûøå, Pk � ïðåäèêàò, ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíê-
öèè f , à Q � íîâûé îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò. Îòìåòèì, ÷òî èíäåêñ òåîðèè Sm

âû÷èñëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî m è ã�åäåëåâó íîìåðó ôóíêöèè f .

Ëåììà 4 Òåîðèÿ Sm ðàçëîæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàm ∈ range (f).

(⇐) Ïî ëåììå 1 èç m ∈ range (f) ñëåäóåò, ÷òî Sm = T
⊎
{∀y Q(y)}.

(⇒) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m /∈ range (f) è Sm ðàçëîæèìà: Sm = T0 ]
T1. Ïóñòü M0 � îáîãàùåíèå ìîäåëè M ïóñòûì ïðåäèêàòîì Q, ò.å. M0 |=
∀y ¬Q(y). Òîãäà î÷åâèäíî M0 |= Sm. Ïî ëåììå 3 ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ïîëàãàòü, ÷òî sig(T0) = {Q}. Èìååì M0 |= T0, òàêèì îáðàçîì T0
âûïîëíèìà íà ëþáîé ñ÷åòíîé ñòðóêòóðå ñ ïóñòûì ïðåäèêàòîì Q.

Îïðåäåëèì M1 êàê ìîäåëü, ïîëó÷åííóþ èç M ðàñøèðåíèåì ïðåäèêàòà
Pk ñ ïîìîùüþ êîðòåæà 〈0,m, 1〉 è äîáàâëåíèåì íîâîãî ïðåäèêàòà Q, èñòèí-
íîãî íà âñåõ ýëåìåíòàõ. Èìååì M1 |= Sm, ïîýòîìó M1 |= T1.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü M∗, ïîëó÷àåìóþ èç M1 çàìåíîé Q íà ïóñòîé ïðåäè-
êàò. ÈìååìM∗ |= T0 èM∗ |= T1, ïîýòîìó èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî Sm = T0]T1
ìû ïîëó÷àåì M∗ |= Sm. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèÿ M∗ |= Pk(0, sm(0), s(0))
è M∗ |= ∀y ¬Q(y) âëåêóò

M∗ 6|= ∀xy (Q(y)← Pk(x, sm(0), s(0))),
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ò.å. M∗ 6|= Sm. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðèÿ Sm íåðàç-
ëîæèìà. �

Âûáåðåì ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ f , òàêóþ, ÷òî åå îáëàñòü
çíà÷åíèÿ � åñòü Σ0

1�ïîëíîå ìíîæåñòâî (äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî f ìî-
æåò áûòü âûáðàíà ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìîé ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê [12],
Ðàçäåëó 4.2, Ïðåäëîæåíèþ 4.4). Ïðèìåíÿÿ êîíñòðóêöèþ âûøå, ìû ïîëó-
÷àåì ñåìåéñòâî òåîðèé F = {Sm | m ∈ ω} òàêîå, ÷òî îáëàñòü çíà÷åíèé f
1-ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó ðàçëîæèìûõ òåîðèé èç F . Ýòî çàâåðøàåò äîêàçà-
òåëüñòâî Òåîðåìû 1 è ïîêàçûâàåò Σ0

1�ïîëíîòó ïðîáëåìû ðàçëîæèìîñòè äëÿ
êîíå÷íûõ óíèâåðñàëüíûõ õîðíîâñêèõ òåîðèé. �

Òåîðèè ïðîñòûõ ñèãíàòóð

Íàçîâåì ñèãíàòóðó ïðîñòîé, åñëè îíà êîíå÷íà è ñîäåðæèò òîëüêî ñèìâîëû
óíàðíûõ ïðåäèêàòîâ è êîíñòàíò.

Òåîðåìà 2 Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ïðîèçâîëüíîé ïðî-
ñòîé ñèãíàòóðå Σ è ïðîèçâîëüíîìó ïðåäëîæåíèþ ϕ ∈ LΣ îïðåäåëèòü,
ðàçëîæèìà ëè òåîðèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ñåìåéñòâîì àêñèîì {ϕ}.

Òåîðåìà áóäåò ñëåäîâàòü èç ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 2 1. Ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà, ñòðîÿùàÿ ïî
ïðîèçâîëüíûì ïðîñòûì ñèãíàòóðàì σ è τ òàêèì, ÷òî τ ⊆ σ è ïðîèç-
âîëüíîìó íåïðîòèâîðå÷èâîìó ïðåäëîæåíèþ ϕ ∈ Lσ, íåêîòîðîå ïðåä-
ëîæåíèå ϕτ ∈ Lτ òàêîå, ÷òî

(a) ϕ ` ϕτ ;
(b) äëÿ ëþáîãî ψ ∈ Lτ óñëîâèå ϕ ` ψ âëå÷åò ϕτ ` ψ.

2. Òåîðèÿ âñåõ ìîäåëåé ëþáîé ïðîñòîé ñèãíàòóðû ðàçðåøèìà. Ïðè ýòîì
ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçðåøàþùèé àëãîðèòì ñòðîèòñÿ ýôôåêòèâíî
ïî äàííîé ïðîñòîé ñèãíàòóðå.

Ïîêàæåì, êàê ïîëó÷èòü Òåîðåìó 2 èç Ïðåäëîæåíèÿ 2. Ñíà÷àëà, èñïîëü-
çóÿ ðàçðåøèìîñòü, ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè ϕ òîæäåñòâåííî ëîæíûì ïðåä-
ëîæåíèåì. Åñëè äà, òî òåîðèÿ {ϕ}, î÷åâèäíî, ðàçëîæèìà â ñëó÷àå, êîãäà
ñèãíàòóðà ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ñèìâîëà è íåðàçëîæèìà â îñòàëüíûõ ñëó-
÷àÿõ. Åñëè ϕ íå òîæäåñòâåííî ëîæíî, òî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî òåîðèÿ
{ϕ} ðàçëîæèìà íà êîìïîíåíòû ñèãíàòóð σ0 è σ1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

{ϕ} = {ϕσ0} ] {ϕσ1}. (1)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü òåîðèÿ {ϕ} ðàçëîæèìà íà êîìïîíåíòû ñèãíàòóð σ0 è
σ1. Îòñþäà ïî êîìïàêòíîñòè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäëîæåíèé ϕ0 ∈ Lσ0

è ϕ1 ∈ Lσ1 òàêèõ, ÷òî {ϕ} = {ϕ0} ] {ϕ1}. Èìååì:

ϕ ` ϕσ0 , ϕ ` ϕσ1 . (2)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû
ϕσ0 ` ϕ0, ϕσ1 ` ϕ1. (3)

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ϕ0 ∧ ϕ1 ` ϕ, óñëîâèÿ (2) è (3) äàþò íàì òðåáóåìîå
(1). Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. Â ñèëó ðàçðåøèìîñòè òåîðèè âñåõ
ìîäåëåé ïðîñòîé ñèãíàòóðû óñëîâèå (1) ïðîâåðÿåòñÿ ýôôåêòèâíî è, òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 2.

Äîêàæåì Ïðåäëîæåíèå 2 è îïèøåì ñíà÷àëà íåêîòîðûå íîðìàëüíûå ôîð-
ìû ïðåäëîæåíèé ïðîñòûõ ñèãíàòóð. Ïóñòü

σ =
〈
(Pi)i<l ; (ci)i<q

〉
; l, q < ω

� ïðîèçâîëüíàÿ ïðîñòàÿ ñèãíàòóðà. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî
åå êîíñòàíò (íå îáÿçàòåëüíî âñåõ) è E � ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè íà A. Îïðåäåëèì ïðåäëîæåíèå ηE , ïîëíîñòüþ îïèñûâàþùåå ýòó
ýêâèâàëåíòíîñòü, êàê

ηE =
∧

〈c,k〉∈E

(c = k) ∧
∧

c,k∈A,〈c,k〉/∈E

(c 6= k).

Åñëè P � óíàðíûé ïðåäèêàò, òî îïðåäåëèì P 0(x) = ¬P (x) è P 1(x) =
P (x). Åñëè ε ∈ 2m è P0,. . . ,Pm−1 � óíàðíûå ïðåäèêàòû, òî îïðåäåëèì
P ε(x) =

∧
i<m P εi

i (x). Åñëè A � ìíîæåñòâî êîíñòàíò, òî x /∈ A ñëóæèò
ñîêðàùåíèåì äëÿ ôîðìóëû

∧
c∈A(x 6= c). Äàëåå, ∃>nx . . . è ∃=nx áó-

äóò ñëóæèòü ñîêðàùåíèÿìè äëÿ ôîðìóë, âûðàæàþùèõ óòâåðæäåíèÿ `ñó-
ùåñòâóåò êàê ìèíèìóì n òàêèõ x, ÷òî . . . ' è `ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè
n òàêèõ x, ÷òî ' ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè C � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîí-
ñòàíò, òî âûðàæåíèå C ⊆ P ε ñëóæèò ñîêðàùåíèåì äëÿ

∧
c∈C P

ε(c). Ïóñòü
n ∈ ω, ε ∈ 2m, C � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîíñòàíò è E �
ýêâèâàëåíòíîñòü íà C. Îïðåäåëèì ïðåäëîæåíèÿ

ϕ=n
ε,E,C = ∃=nx (P ε(x) ∧ x /∈ C ∧ ηE ∧ C ⊆ P ε) ,

ϕ>n
ε,E,C = ∃>nx (P ε(x) ∧ x /∈ C ∧ ηE ∧ C ⊆ P ε) ,

îïèñûâàþùèå ñòðóêòóðó ìîäåëè íà ýëåìåíòàõ åå ðàçáèåíèÿ, îïðåäåëÿåìûõ
ïðåäèêàòàìè P ε.

Áàçèñíûìè ôîðìóëàìè äëÿ ïðîñòîé ñèãíàòóðû σ íàçîâåì ôîðìóëû âèäà∧
ε∈2l Φε, ãäå Φε � ïðåäëîæåíèå âèäà ϕ=n

ε,Eε,Cε
ëèáî ϕ>n

ε,Eε,Cε
, ïðè÷åì ìíîæå-

ñòâà Cε îáëàäàþò ñâîéñòâàìè Cε0 ∩ Cε1 = ∅ ïðè ε0 6= ε1, {ci | i < q} =⋃
ε∈2l Cε; è Eε � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà Cε äëÿ âñåõ ε ∈ 2l.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîñòàòî÷íî î÷åâèäíà:

Ëåììà 5 Ïóñòü ϕ è ψ � áàçèñíûå ôîðìóëû. Òîãäà èõ êîíúþíêöèÿ ëèáî
òîæäåñòâåííî ëîæíà, ëèáî ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé áàçèñíîé ôîðìóëå.
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Ââåäåì åùå íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü ∆ � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî
ïðåäëîæåíèé. Çàïèñü M(∆)N îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ ϕ ∈ ∆ óñëîâèå M |= ϕ
âëå÷åò N |= ϕ. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 3 ([13, Ëåììà 3.2.1]) Ïóñòü ∆ � ñåìåéñòâî ïðåäëîæå-
íèé, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî äèçúþíêöèé è ïóñòü T � ñîâìåñòíàÿ òåî-
ðèÿ òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ìîäåëåé M è N, åñëè M |= T è M(∆)N, òî
N |= T . Òîãäà T àêñèîìàòèçèðóåìà ïðåäëîæåíèÿìè èç ∆.

Ñëåäñòâèå 1 Ëþáîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ïðåäëîæåíèå ïðîñòîé ñèãíàòóðû
ýêâèâàëåíòíî äèçúþíêöèè áàçèñíûõ ôîðìóë.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå ∆ â ïðåäëîæåíèè 3 ìíîæåñòâî âñåõ áàçèñíûõ ôîð-
ìóë, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî äèçúþíêöèé. Òîãäà äëÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûõ
ìîäåëåé M è N óñëîâèå M(∆)N âëå÷åò M ∼= N, îòêóäà óòâåðæäåíèå ëåãêî
ñëåäóåò. Äëÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü Ïðåä-
ëîæåíèå 3 è çàòåì Ëåììó 5. �

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2. Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäå-
ëèòü ôîðìóëû ϕτ äëÿ τ ⊆ σ. Ââèäó Ñëåäñòâèÿ 1, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ëþáàÿ âûïîëíèìàÿ ôîðìóëà åñòü äèçúþíêöèÿ áàçèñíûõ ôîðìóë. Ñíà-
÷àëà îïðåäåëèì ϕτ äëÿ áàçèñíûõ ôîðìóë ϕ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

τ =
〈
(Pi)i<l′ ; (ci)i<q′

〉
; l′ 6 l, q′ 6 q.

Ïóñòü ϕ � áàçèñíàÿ ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ è

ϕ =
∧

ε∈2l

ϕλεnε

ε,Eε,Cε
, λε ∈ {=,>}, äëÿ âñåõ ε ∈ 2l.

Äëÿ êàæäîãî ε ∈ 2l′ ðàññìàòðèâàåì âñå γ òàêèå, ÷òî ε ⊆ γ ∈ 2l è äëÿ
êàæäîãî òàêîãî γ ïîëàãàåì mγ ðàâíûì ÷èñëó êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè Eγ ,
íå ñîäåðæàùèõ êîíñòàíò èç ìíîæåñòâà C ′ = {ci | i < q′}. Äàëåå îïðåäåëÿåì
ïðåäëîæåíèå φε, êàê

∃λεmεx

P ε(x) ∧

x /∈ ⋃
ε⊆γ∈2l

Cγ ∩ C ′

 ∧ ηEε ∧

 ⋃
ε⊆γ∈2l

Cγ ∩ C ′ ⊆ P ε

 ,
ãäå

Eε =
⋃

ε⊆γ∈2l

Eγ ,

mε =
∑

ε⊆γ∈2l

(nγ +mγ),

λε =
{

> åñëè õîòÿ áû îäíî èç λγ , ε ⊆ γ ∈ 2l ðàâíî 6
= â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîëîæèì òåïåðü ϕτ ðàâíûì
∧

ε∈2l′ φε. Åñëè ϕ ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé áà-
çèñíûõ ôîðìóë θi, i ∈ I, òî ïîëàãàåì ϕτ ðàâíûì

∨
i∈I θ

τ
i .
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Ëåììà 6 1. ϕ ` ϕτ ;

2. ëþáàÿ ìîäåëü äëÿ ϕτ îáîãàùàåòñÿ äî ìîäåëè ϕ;

3. åñëè ϕ ` ψ è ψ ∈ Lτ , òî ϕτ ` ψ.

Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî
ñâîéñòâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî M |= ϕτ è ïîêàæåì, ÷òî M |= ψ. Îáîãàòèì M
äî ìîäåëè M′ |= ϕ. Ïîëó÷èì M′ |= ψ. Îáåäíÿÿ ýòó ìîäåëü äî ñèãíàòóðû τ ,
ïîëó÷èì M |= ψ. Çíà÷èò ϕτ ` ψ. �

Çàìåòèì, ÷òî îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ϕτ ïî äèçúþíêöèè
áàçèñíûõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ
ϕ ïðîñòîé ñèãíàòóðû, ïåðåáèðàÿ ñíà÷àëà âñå âîçìîæíûå âûâîäû, íàõîäèì
äèçúþíêöèþ áàçèñíûõ ôîðìóë, ýêâèâàëåíòíóþ ϕ. Ïîñëå ýòîãî ïðèìåíåíèå
óêàçàííîé ïðîöåäóðû äàåò ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäëîæåíèå ϕτ .

Ðàçðåøèìîñòü òåîðèè T âñåõ ìîäåëåé ïðîèçâîëüíîé ïðîñòîé ñèãíàòóðû
σ ñëåäóåò èç åå ïåðå÷èñëèìîñòè è ñëåäóþùåãî äîñòàòî÷íî ïðîñòî óñòàíàâëè-
âàåìîãî ôàêòà: ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåîðèé (Ti)i<ω,
ñîñòîÿùèõ èç âñåõ ïîëíûõ ðàñøèðåíèé òåîðèè T (äëÿ ïîëíîãî çàäàíèÿ ïîë-
íîãî ðàñøèðåíèÿ T äîñòàòî÷íî óêàçàòü âñå ñîîòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà è íåðà-
âåíñòâà ìåæäó êîíñòàíòàìè, èõ ðàñïðåäåëåíèå ïî ïðåäèêàòàì P ε, à òàêæå
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ � îò 0 äî ∞ â ýòèõ ïðåäèêàòàõ P ε, íå ðàâíûõ íè
îäíîé êîíñòàíòå, ÷òî ëåãêî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ áàçèñíûõ ôîðìóë è äàåò
ñ÷åòíî êàòåãîðè÷íûå òåîðèè), à òàêæå ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà Þ.Ë.Åðøîâà

Òåîðåìà 3 ([14]) Òåîðèÿ T ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
ïåðå÷èñëèìà è ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëíûõ òåî-
ðèé (Ti)i<ω òàêàÿ, ÷òî T =

⋂
i<ω Ti.

Ïðåäëîæåíèå 2 äîêàçàíî.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò Ïðîô. Äð. Êàðëà Ýðèõà Âîëüôôà çà ãîñòåïðèèì-
ñòâî âî âðåìÿ âèçèòà àâòîðîâ â Äàðìøòàäòñêèé Òåõíè÷åñêèé Óíèâåðñèòåò
(Ãåðìàíèÿ), ãäå áûëà ïîëó÷åíà ÷àñòü ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå âñåõ ó÷àñò-
íèêîâ ìåæäóíàðîäíîãî ïðîåêòà ÐÔÔÈ-DFG "COMO"è Î.Â.Êóäèíîâà çà
ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è îáñóæäåíèÿ.
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