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Àííîòàöèÿ
Â ñòàòüå óñòàíîâëåíà îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíîé

òåîðèè íà íåðàçëîæèìûå êîìïîíåíòû. Ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé
ðàçëîæèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1 Òåîðèÿ T ñèãíàòóðû Σ íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé, åñ-
ëè îíà ÿâëÿåòñÿ äåäóêòèâíûì çàìûêàíèåì âñåõ ïðåäëîæåíèé íåêîòî-
ðûõ òåîðèé S1, S2 äèçúþíêòíûõ ñèãíàòóð Σ1, Σ2, Σ1∪Σ2 = Σ, â èñ÷èñ-
ëåíèè ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû Σ (îáîçíà÷àåì T = S1 ] S2).
Òåîðèè S1,S2 áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåíòàìè (ðàçëîæåíèÿ) òåîðèè
T .

Êàê ïðàâèëî, ïðè èçó÷åíèè òåîðèé íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü íåòðèâè-
àëüíûå ðàçëîæåíèÿ, â êîòîðûõ Σ1 6= ∅ 6= Σ2. Ïðè ýòîì áóäåì ïîëàãàòü,
÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ðàçëîæåíèÿ âêëþ÷àåò âñå ôîðìóëû ÷èñòîãî ðà-
âåíñòâà òåîðèè T . Òîãäà êàæäàÿ êîìïîíåíòà Si ñèãíàòóðû Σi âêëþ÷àåò
âñå ïðåäëîæåíèÿ ñèãíàòóðû Σi èç òåîðèè T . Ê ïðèìåðó, åñëè ñèãíàòóðà
Σ ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî ñèìâîëà, òî ëþáàÿ òåîðèÿ ýòîé ñèãíàòóðû
èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðàçëîæåíèå.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ ìû èññëåäóåì â äàííîé ðà-
áîòå. Ðàññìîòðèì òåîðèþ T ñèãíàòóðû Σ, îïðåäåëåííóþ íåêîòîðûì ìíî-
æåñòâîì ïðåäëîæåíèé Φ ñèãíàòóðû Σ. Êàê, èñõîäÿ èç ñèñòåìû àêñèîì
Φ, îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ðàçëîæèìîé òåîðèÿ T ?

Ýòà çàäà÷à ïîñòàâëåíà Ä. Å. Ïàëü÷óíîâûì â ðàáîòå [1]. Èíòåðåñ ê
ýòîé ïðîáëåìå èñõîäèò èç ïðàêòèêè è ñâÿçàí ñ òàêèìè çàäà÷àìè, êàê
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ðàçðàáîòêà ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì [2] è ñîïðî-
âîæäåíèå òåðìèíîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì [3, 4].

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâèì ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è. Â ðàçä. 1
ââåäåì ïîíÿòèå íåðàçëîæèìîãî ïðåäëîæåíèÿ è çàìåòèì, ÷òî òàêèå ïðåä-
ëîæåíèÿ îïðåäåëÿþò êîìïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ òåîðèè. Äàëåå ñôîðìóëè-
ðóåì ðåçóëüòàò îá îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíîé òåîðèè íà
íåðàçëîæèìûå êîìïîíåíòû. Îòìåòèì, ÷òî ãëàâíûì òåîðåòèêî-ìîäåëüíûì
èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ â ñòàòüå ñëóæèò èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà
Êðåéãà [5].

Â ðàçä. 2 îïèøåì ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ðàçëîæåíèÿ ïî çà-
äàííîé òåîðèè. Èñõîäÿ èç ýòîãî ìåòîäà, ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé ðàçëî-
æèìîñòè.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Ä. Å. Ïàëü-
÷óíîâó è àíîíèìíîìó ðåöåíçåíòó çà öåííûå ðåêîìåíäàöèè ïî óëó÷øåíèþ
ñîäåðæàíèÿ ñòàòüè.

1 Òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ

Ïðåäëîæåíèå 1 Ïóñòü P ,Q � òåîðèè äèçúþíêòíûõ ñèãíàòóð Σ1 ∪
Σ2 = Σ, à ϕ � íåêîòîðîå ïðåäëîæåíèå ñèãíàòóðû Σ.

Åñëè ϕ ñëåäóåò èç îáúåäèíåíèÿ òåîðèé P ,Q, òî íàéäóòñÿ ïðåäëî-
æåíèÿ θ ∈ P, φ ∈ Q òàêèå, ÷òî θ, φ ` ϕ, ïðè÷åì ïðåäëîæåíèå θ ñîäåð-
æèò òîëüêî òå ñèìâîëû ñèãíàòóðû Σ1, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â ϕ, è
ïðåäëîæåíèå φ ñîäåðæèò òîëüêî òå ñèìâîëû ñèãíàòóðû Σ2, êîòîðûå
âñòðå÷àþòñÿ â ϕ.

Òàê êàê P ,Q ` ϕ, òî íàéäóòñÿ ïðåäëîæåíèÿ P ∈ P, Q ∈ Q, äëÿ
êîòîðûõ P, Q ` ϕ. Òîãäà P ` Q→ ϕ.

Ïîñêîëüêó P è Q � ôîðìóëû ñèãíàòóð Σ1, Σ2, íå èìåþùèõ îáùèõ
ñèìâîëîâ, ïî èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìå Êðåéãà íàéäåòñÿ ïðåäëîæåíèå
θ, ñîäåðæàùåå òîëüêî ñèìâîëû ñèãíàòóðû Σ1, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â
ϕ. Ïðè ýòîì P ` θ è θ ` Q→ ϕ. Îòñþäà Q ` θ → ϕ.

Àíàëîãè÷íî ñóùåñòâóåò òàêîå ïðåäëîæåíèå φ, êîòîðîå ñîäåðæèò òîëü-
êî ñèìâîëû ñèãíàòóðû Σ2, âêëþ÷åííûå â ôîðìóëó ϕ, äëÿ êîòîðîãîQ ` φ,
φ ` θ → ϕ.

Ñëåäîâàòåëüíî, θ, φ ` ϕ. �
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Îïðåäåëåíèå 2 Ðàññìîòðèì òåîðèþ T è ïðåäëîæåíèå ϕ ∈ T .
Íàçîâåì ϕ ðàçëîæèìûì â òåîðèè T , åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ïðåä-

ëîæåíèÿ θ ∈ T , ψ ∈ T , êîòîðûå âêëþ÷àþò ñèìâîëû òîëüêî èç ϕ, íå
ñîäåðæàò îáùèõ ñèãíàòóðíûõ ñèìâîëîâ, íå ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ÷è-
ñòîãî ðàâåíñòâà, è äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíà ñåêâåíöèÿ θ, ψ ` ϕ. Ïðè
ýòîì θ è ψ áóäåì íàçûâàòü ôðàãìåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ϕ.

Åñëè òàêèõ θ, ψ íå ñóùåñòâóåò, òî ïðåäëîæåíèå ϕ áóäåì íàçûâàòü
íåðàçëîæèìûì â òåîðèè T .

Ëåììà 1 Ðàññìîòðèì òåîðèþ T è íåêîòîðîå ïðåäëîæåíèå ϕ ∈ T . Òî-
ãäà â òåîðèè T íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåðàçëîæèìûõ ïðåäëî-
æåíèé φ1, . . . , φn òàêèõ, ÷òî φ1, . . . , φn ` ϕ.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî T1 = {ϕ}. Âîçüìåì ôðàãìåíòû ðàçëîæåíèÿ
φ, ψ äëÿ ïðåäëîæåíèÿ ϕ, åñëè òàêîâûå íàéäóòñÿ â òåîðèè T ; ïîñòðîèì
ìíîæåñòâî T2 = {φ, ψ}. Ïðèìåíèì óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ê ïðåäëî-
æåíèÿì èç T2 è áóäåì ïîâòîðÿòü åãî, îáðàçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T1, T2,
T3, . . . . Êàæäîå ïðåäëîæåíèå ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñèãíàòóð-
íûõ ñèìâîëîâ, ïîýòîìó êàæäîå ïðåäëîæåíèå ìîæåò áûòü ïîñëåäîâàòåëü-
íî ðàçëîæåíî òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåêîòîðî-
ãî k ìíîæåñòâî Tk = {φ1, . . . , φn} áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî íåðàçëîæèìûå
ïðåäëîæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ φ1, . . . , φn ` ϕ. �

Òåîðåìà 1 Ïóñòü T � òåîðèÿ ñèãíàòóðû Σ. Òîãäà T èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðàçëîæåíèå íà íåðàçëîæèìûå êîìïîíåíòû.

Áîëåå òî÷íî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçáèåíèå Π ñèãíàòóðû Σ
òàêîå, ÷òî T = ]{Tσ | σ ∈ Π}, ãäå Tσ � òåîðèÿ, ñîñòîÿùàÿ â òî÷íîñòè
èç âñåõ ïðåäëîæåíèé òåîðèè T ñèãíàòóðû σ è íå èìåþùàÿ íåòðèâè-
àëüíûõ ðàçëîæåíèé.

Ïóñòü S1 ⊆ T � òåîðèÿ ñèãíàòóðû Σ1 ⊆ Σ, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ïðåäëî-
æåíèé òåîðèè T ýòîé ñèãíàòóðû. Òîãäà S1 ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ðàçëî-
æåíèÿ òåîðèè T â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
óñëîâèå (∗): äëÿ ëþáîãî ïðåäëîæåíèÿ ϕ ñèãíàòóðû Σϕ ∩ Σ1 6= ∅, íåðàç-
ëîæèìîãî â T , èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Σϕ ⊆ Σ1.

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå.
⇒: Ïóñòü T = S1 ] S2, ãäå S2 � òåîðèÿ ñèãíàòóðû Σ2 = Σ\Σ1. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî Σϕ ∩ Σ2 6= ∅. Òîãäà S1,S2 ` ϕ è ïî ïðåäëîæåíèþ 1 ϕ
ðàçëîæèìî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
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⇐: Ïóñòü S2 � òåîðèÿ ñèãíàòóðû Σ2 = Σ\Σ1, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ïðåä-
ëîæåíèé òåîðèè T ñèãíàòóðû Σ2. Ïóñòü ψ � íåêîòîðîå ïðåäëîæåíèå
òåîðèè T . Òîãäà ïî ëåììå 1 â T íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåðàçëî-
æèìûõ ïðåäëîæåíèé φ1, . . . , φn òàêèõ, ÷òî φ1, . . . , φn ` ψ. Â ñèëó óñëîâèÿ
(∗) èìååì {φ1, . . . , φn} ⊂ S1 ∪ S2 è, ñëåäîâàòåëüíî, S1 ] S2 ` ψ.

Òàêèì îáðàçîì, íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Σ1 ⊆ Σ ñîîòâåòñòâóåò íåðàç-
ëîæèìîé êîìïîíåíòå òåîðèè T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ (∗) è íå èìååò ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà, óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî ýòîìó óñëîâèþ. Çàìåòèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ ñèã-
íàòóðû Σ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (∗), çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ñå÷åíèé, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ñèìâîë ñèãíàòóðû Σ ñîäåðæèòñÿ â åäèí-
ñòâåííîì ìèíèìàëüíîì ïîäìíîæåñòâå ñèãíàòóðû Σ ñî ñâîéñòâîì (∗), è
ýòè ìèíèìàëüíûå ïîäìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ. �

2 Êðèòåðèé ðàçëîæèìîñòè

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå íåðàçëîæèìîå ïðåä-
ëîæåíèå òåîðèè T ñîäåðæèò ñèãíàòóðíûå ñèìâîëû òîëüêî èç îäíîé êîì-
ïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðàçáèåíèå ñèãíàòóðû è
êîìïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ òåîðèè T , èñõîäÿ èç ñèñòåìû àêñèîì òåîðèè T .

Ôîðìàëèçóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî íèæå
ïîíÿòèÿ. Ïðèâåäåì åãî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû àêñèîì Φ íåêîòîðîé
òåîðèè T ñèãíàòóðû Σ.

Îïðåäåëåíèå 3 Äâà ñèãíàòóðíûõ ñèìâîëà p, q ∈ Σ íàçîâåì íåïîñðåä-
ñòâåííî ñâÿçàííûìè (ñèñòåìîé àêñèîì Φ òåîðèè T ), åñëè p è q âõî-
äÿò â îäíó àêñèîìó ψ ∈ Φ.

Ñèìâîëû p, q íàçîâåì ñâÿçàííûìè (ñèñòåìîé àêñèîì Φ), åñëè íàé-
äåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ p = t1, . . . , tk = q, â êîòîðîé
ëþáàÿ ñîñåäíÿÿ ïàðà ti, ti+1 ñâÿçàíà íåïîñðåäñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû àêñèîì Φ îïðåäåëÿåòñÿ íåîðè-
åíòèðîâàííûé ïîìå÷åííûé ãðàô (ñ ïåòëÿìè â âåðøèíàõ), âåðøèíàìè
êîòîðîãî ñëóæàò ñèìâîëû ñèãíàòóðû, à àêñèîìû îïðåäåëÿþò ñâÿçûâà-
þùèå èõ ðåáðà. Îòíîøåíèå ñâÿçàííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, òàê ÷òî ìíîæåñòâî Σ ðàçáèâàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
� êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà àêñèîì Φ îïðå-
äåëÿåò êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè íà ñèãíàòóðå Σ.
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Çàìå÷àíèå 1 Ëþáàÿ òåîðèÿ T èìååò ñèñòåìó àêñèîì, ñîñòîÿùóþ èç
ïðåäëîæåíèé, íåðàçëîæèìûõ â T .

Çàìå÷àíèå 2 Ïóñòü T � òåîðèÿ ñèãíàòóðû Σ è Φ � ñèñòåìà àêñèîì
òåîðèè T , ñîñòîÿùàÿ èç ïðåäëîæåíèé, íåðàçëîæèìûõ â T .

Òîãäà Φ îïðåäåëÿåò íà ñèãíàòóðå Σ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè σ ⊆ Σ â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè σ ∈ Π, ãäå Π � ðàçáèåíèå ñèãíàòóðû
Σ, îòâå÷àþùåå ðàçëîæåíèþ òåîðèè T íà íåðàçëîæèìûå êîìïîíåíòû.

Â ñèëó òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà àêñèîì òåîðèè T ,
íåðàçëîæèìûõ â T , îïðåäåëÿåò îäíè è òå æå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè íà
ñèãíàòóðå òåîðèè T . Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê êðèòåðèþ ðàçëîæèìî-
ñòè ýëåìåíòàðíîé òåîðèè T .

Êðèòåðèé ðàçëîæèìîñòè Òåîðèÿ T ñèãíàòóðû Σ ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæè-
ìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåêîòîðàÿ ñèñòåìà àêñèîì òåîðèè T ,
íåðàçëîæèìûõ â T , èíäóöèðóåò áîëåå ÷åì îäíó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè
íà ñèãíàòóðå Σ.
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