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Êîìïîçèöèÿ è äåêîìïîçèöèÿ

Êîìïîçèöèîííîå ïîñòðîåíèå íîâûõ îáúåêòîâ�ìîùíîåìàòåìàòè÷åñêîå
ñðåäñòâî. Îáðàùåíèå êîìïîçèöèè � äåêîìïîçèöèÿ � ñëîæíûõ
îáúåêòîâ/ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ìåòîäîëîãè÷åñêèì ïðè¼ìîì.
Âûÿâëåíèå ïîñðåäñòâîì äåêîìïîçèöèè êîìïîíåíò, ñîñòàâëÿþùèõ
ñèñòåìó, ïîçâîëÿåò ñíèçèòü ñëîæíîñòü èõ àíàëèçà è ïðåîáðàçîâàíèé,
íàéòè áîëåå êîìïàêòíûå ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ, ýêñïëèöèðîâàòü
âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó ñèñòåìû. Ïîíèìàíèå ñëîæíîñòè çàäà÷è
äåêîìïîçèöèè ñèñòåì äåìîíñòðèðóåò àëãîðèòìè÷åñêèå ïåðñïåêòèâû èõ
èññëåäîâàíèÿ. Ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè
îòêðûâàåò íîâûå âîçìîæíîñòè ðàáîòû ñ òàêèìè îáúåêòàìè/ñèñòåìàìè.

Îäíà èç ñàìûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ âèäîâ êîìïîçèöèè � äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå. Íåêîòîðîå îáîáùåíèå äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ,
âîçíèêàþùåå â ðàìêàõ àëãåáðû ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ (Family Algebra),
èçâåñòíî êàê ïðîèçâåäåíèå ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ (Ï.Ñ.Ì., Family Product).
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Àëãåáðà ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ (Family Algebra)

Ïðîèçâåäåíèå Ñåìåéñòâ Ìíîæåñòâ (Family Product)

A ⊆ ℘(A),B ⊆ ℘(B) A ⋊⋉ B
def
= {α ∪ β | α ∈ A ∧ β ∈ B}

ÏÐÈÌÅÐ:

A = {∅, {x}, {y}} B = {{a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}
A⋊⋉B = {{a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}, {a, b, x}, {a, b, y},

{a, c , x}, {a, c, y}, {b, c , x}, {b, c , y}, {a, b, c , x},
{a, b, c , y}}

ÇÀÄÀ×À: Ýôôåêòèâíîå îáðàùåíèåÏðîèçâåäåíèÿÑåìåéñòâÌíîæåñòâ.
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∆�Ðàçëîæèìîñòü/Äåêîìïîçèðóåìîñòü

Çàäà÷à áûëà ïðåäëîæåíà Ä.Ê. Ïîíîìàð¼âûì â 2010 ãîäó â âèäå çàäà÷è
êîíúþíêòèâíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîçèòèâíîé ÄÍÔ ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ïî
ïåðåìåííûì êîìïîíåíòàìè ðàçëîæåíèÿ. Â êîíòåêñòå èññëåäîâàíèÿ áóëåâû
ôóíêöèè è ëîãè÷åñêèå ôîðìóëû âçàèìîçàìåíÿåìûå ïîíÿòèÿ, ËÔ
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îäèí èç ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ÁÔ.

Îïðåäåëåíèå

Áóëåâà ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ êîíúþíêòèâíî ðàçëîæèìîé îòíîñèòåëüíî
(âîçìîæíî ïóñòîãî) ïîäìíîæåñòâà å¼ ïåðåìåííûõ∆ ⊆ var(F ), åñëè îíà
ýêâèâàëåíòíà êîíúþíêöèè F1 ∧ F2 íåêîòîðûõ ôóíêöèéF1 èF2:

1 var(F1) ∪ var(F2) = var(F );

2 var(F1) ∩ var(F2) ⊆ ∆;

3 var(F1) \∆ ̸= ∅, var(F2) \∆ ̸= ∅.

var(F ) íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì ôóíêöèè, F1 è F2 � êîìïîíåíòàìè
äåêîìïîçèöèè èëè äåëèòåëÿìè èëè ôàêòîðàìè.

Ï.Ã. Åìåëüÿíîâ emelyanov@iis.nsk.su (ÈÑÈ ÑÎ ÐÀÍ)Äåê.áóë.ôóíê. è ïðèë. 2024-12-20 4 / 49



∅�Äåêîìïîçèöèÿ êàê çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè ïîëèíîìîâ
Çàäà÷à áûëà ñôîðìóëèðîâàíà êàê ôàêòîðèçàöèÿ ìóëüòèëèíåéíûõ
ïîëèíîìîâ íàä F2, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ñïèñêà ìîíîìîâ:

ab + ac + bc + abc + abx + aby + acx + acy + bcx + bcy + abcx + abcy

= (ab + ac + bc + abc)(x + y + 1)

Â 2013 ãîäó áûë ðàçðàáîòàí äåòåìèíèðîâàííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì,
îñíîâàííûé íà îòûñêàíèè ðàçáèåíèÿ íîñèòåëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè íà íîñèòåëè
êîìïîíåíò ñ äàëüíåéøåé ïðîåêöèåé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîáñòâåííî êîìïîíåíò.

Èíòåðïîëÿöèîííûå àëãîðèòìû ôàêòîðèçàöèè, îíè ïîëèíîìèàëüíûå çà
ñ÷åò ðàíäîìèçàöèè, êîòîðàÿ îñíîâàííà íà Ëåììå Øâàðöà�Çèïïåëÿ.

Ä.Þ. Ãðèãîðüåâ, Çàï. íàó÷í. ñåì. ËÎÌÈ, Ò.137, 1984 � ôàêòîðèçàöèÿ
(ïëîòíûõ) ïîëèíîìîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ìàññèâîâ êîýôôèöèåíòîâ.

A. Shpilka, I. Volkovich, Proc. 37th ICALP, LNCS 6198, 2010 �
ôàêòîðèçàöèÿ (ðàçðÿæåííûõ) ïîëèíîìîìîâ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè,
ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå àðèôìåòè÷åñêèõ ñõåì.
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Ôàêòîðèçàöèÿ ìóëüòèëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ íàä F2

Ïóñòü ïîëèíîì F íå èìååò òðèâèàëüíûõ äåëèòåëåé, ò.å. ïåðåìåííûõ x , äëÿ
êîòîðûõ F =xF 1

x , è åãî íîñèòåëü ñîäåðæèò íå ìåíåå 2 ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà (1)

Åñëè F � ôàêòîðèçóåì, ò.å. F = G · H, òî ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå x ∈ var(F )
(î÷åâèäíî, ÷òî F 0

x ̸= 0 ∧ F ′
x ̸= 0):

(F 0
x · F ′

x)
′
y ̸= 0, åñëè x è y èç îäíîãî ôàêòîðà;

(F 0
x · F ′

x)
′
y = 0, åñëè x è y èç ðàçíûõ ôàêòîðîâ.

Åñëè F íåôàêòîðèçóåì, äëÿ ëþáîé ïàðû x , y ∈ var(F ), x ̸= y , âåðíî (F 0
x · F ′

x)
′
y ̸= 0.

Ôàêòîð ïåðåìåííîé x íåðàçëîæèì, äëÿ êîôàêòîðà äàëüíåéøàÿ ôàêòîðèçàöèÿ
âîçìîæíà. Ôàêòîðû îòûñêèâàþòñÿ ïðîåöèðîâàíèåì ìîíîìîâ F íà ïåðìåííûå
êîôàêòîðîâ.

Ïîëèíîìû ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñïèñêà/ìíîæåñòâà ìîíîìîâ. Åñëè F =
∑M

i=1mi , òî

M � äëèíà, |F |=
∑M

i=1 |mi |=O(nM) � ðàçìåð ïîëèíîìà.
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Àëãîðèòì è îöåíêà ñëîæíîñòè ∅�ðàçëîæåíèÿ
ßâíûé FD-Àëãîðèòì

1 Âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ ïåðåìåííóþ x èç var(F ).

2 Ïóñòü Σsame := {x},Σother := ∅, è Fsame := 0,Fother := 0.

3 Âû÷èñëèòü S := F 0
x · F ′

x .

4 Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé y ∈ var(F ) \ {x}:
åñëè S ′

y = 0 , òî Σother := Σother ∪ {y}
èíà÷å Σsame := Σsame ∪ {y}.

5 Åñëè Σother =∅, òîãäà Fsame := F ,Fother := 1 è ñòîï.

6 Íàéòè ïðîåêöèè Fsame = F↓Σsame è Fother = F↓Σother è ñòîï.

Ñëåäñòâèå (Òåîðåìû 1)

Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü äåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè

ìóëüòèëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ íàä F2 ñ n ïåðåìåííûìè â õóäøåì ðàâíà

O(n2|F |2).

Åñòü ïàðàëëåëüíàÿ MapReduce ðåàëèçàöèÿ íà Python, îñíîâàííàÿ íà ïîñòðîåíèè

ñîêðàù¼ííîãî ñîðòèðóþùåãî ïîëèíîìà S (1�5% îò ðàçìåðà |F |2).
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ÍÎÄ-Àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè

Òåîðåìà (2)

Åñëè F = G · H, x ∈ var(G ), òîãäà

H = gcd(F 0
x ,F

′
x).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî íàéòè âñå ôàêòîðû èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Âû÷èñëåíèå GCD äëÿ ïîëèíîìîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ èçâåñòíàÿ êëàññè÷åñêàÿ

àëãîðèòìè÷åñêàÿ çàäà÷à â àëãåáðå. Åñëè áàçîâàÿ àëãñòðóêòóðà íå ñëèøêîì áîãàòà

(ïðèìåð - F2), òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ ÷àñòî ïîëó÷àåòñÿ íîëü, ÷òî ñóùåñòâåííî âëèÿåò

íà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé. Ìîæåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî GCD,

ðåàëèçîâàííûé â Maple äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé, � àëãîðèòì LINZIP (de Kleine-

Monagan-Wittkopf, Proc. ISSAC'2005), ìîäèôèöèðîâàííûé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ

Henzel lifting. Â âåðñèÿõ Maple äî 17, ïðè èñïîëüçîâàíèè Gcd()mod 2 è

Factor()mod 2 äëÿ íåêîòîðûõ âõîäíûõ äàííûõ ñîîáùàëîñü îá îøèáêå "linzip/not

implemented yet". Âåðîÿòíî, â ïîñëåäíèõ âåðñèÿõ èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå ïîäõîäû.
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Íåÿâíîå âû÷èñëåíèå (F 0
x · F ′

x)
′
y

ßâíîå âû÷èñëåíèå ïîëèíîìà F 0
x · F ′

x íåïðàêòè÷íî!

Ïóñòü A = F ′
x , B = F 0

x , âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ A · B ïî y (y ̸= x)
èìååì D = (F 0

x )
′
y è C = F ′′

xy . Èòîãî

(F 0
x · F ′

x)
′
y = 0 ⇐⇒ AD + BC = 0 èëè AD = BC (PIT!).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîâåðêó ýòîãî òîæäåñòâà ìîæíî ñâåñòè ê ïðîâåðêå
òàêèõ æå ÷åòûðåõ òîæäåñòâ ìåíüøåãî ðàìåðà. Äåéñòâóÿ òàê
ðåêóðñèâíî, â êîíöå êîíöîâ ìû ïîëó÷èì ïîëèíîìû ìàëûõ ðàçìåðîâ
èëè êîíñòàíòû, äëÿ êîòîðûõ ïðîâåðêà òðèâèàëüíà.

Â Íåÿâíîì ÔÏ�Àëãîðèòìå Øàãè 3�4 ßâíîãî ÔÏ�Àëãîðèòìà ìîäèôèöèðóþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïóñòü A = F ′
x, B = F 0

x .

Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé y ∈ var(F ) \ {x}:
Ïóñòü D = B ′

y, C = A′
y.

Åñëè IsEqual(A,D,B,C), òîãäà Σother := Σother ∪ {y},
èíà÷å Σsame := Σsame ∪ {y}.
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Ðåêóðñèâíûé øàã: òîæäåñòâ áîëüøå, ïîëèíîìû ìåíüøå

Ïóñòü A, D, B , C ïðîâåðÿåìûå ïîëèíîìû è äëÿ Q ∈ {A,D,B,C}
ïðîèçâîäíóþ ïî z è îçíà÷èâàíèå z = 0 êàê Q1 and Q2, ñîîòâåòñòâåííî.

AD = BC i� (A1z + A2)(D1z + D2) = (B1z + B2)(C1z + C2),

Òîæäåñòâî âåðíî, åñëè âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

A1D1 = B1C1 (1)
∧

A2D2 = B2C2 (2) (∗)
∧

A1D2 + A2D1 = B1C2 + B2C1 (3)

Ïîñëå íåêîòîðûõ ìàíèïóëÿöèé, (3) ìîæíî ñâåñòè ê ïðîâåðêå
(A1B2 + A2B1)(A1C2 + A2C1) = 0 èëè â âèäå ôîðìóëû

A1B2 = A2B1 ∨ A1C2 = A2C1.
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Ìíîæèòåëè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Óñëîâèÿ (3)

Ïðåîáðàçîâàíèå A1D2 + A2D1 = B1C2 + B2C1 ê ôîðìå
A1B2 = A2B1 ∨ A1C2 = A2C1 îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ.
Åñëè õîòÿ áû îäíî èç òîæäåñòâ (1), (2) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî AD ̸= BC è
ïðîâåðêà çàâåðøàåòñÿ. Èíà÷å ýòîò ôàêò èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè (3).
Âûáèðàÿ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì z , ìîæíî îáåñïå÷èòü A1,A2 ̸= 0.
Óìíîæàÿ (3) íà A1A2 èìååì

A2
1A2D2 + A1A

2
2D1 = A1A2B1C2 + A1A2B2C1.

Äàëåå èñïîëüçóÿ (1) è (2),

A2
1B2C2 + A1A2B2C1 = A2

2B1C1 + A1A2B1C2,

A1B2(A1C2 + A2C1) = A2B1(A2C1 + A1C2).

òàêèì îáðàçîì,

(A1B2 + A2B1)(A1C2 + A2C1) = 0.
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Äðóãèå âàðèàíòû ìíîæèòåëåé è ïîëó÷àåìûõ óñëîâèé
A1A2 → A1C2 = A2C1 ∨ A1B2 = A2B1

A1B2 → A1D2 = B2C1 ∨ A1B2 = A2B1

A1C2 → A1D2 = B1C2 ∨ A1C2 = A2C1

A1D2 → A1D2 = B2C1 ∨ A1D2 = B1C2

A2B1 → A2D1 = B1C2 ∨ A1B2 = A2B1

A2C1 → A2D1 = B2C1 ∨ A1C2 = A2C1

A2D1 → A2D1 = B2C1 ∨ A2D1 = B1C2

B1B2 → B1D2 = B2D1 ∨ A1B2 = A2B1

B1C2 → A2D1 = B1C2 ∨ A1D2 = B1C2

B1D2 → B1D2 = B2D1 ∨ A1D2 = B1C2

B2C1 → A2D1 = B2C1 ∨ A1D2 = B2C1

B2D1 → B1D2 = B2D1 ∨ A2D1 = B2C1

C1C2 → C1D2 = C2D1 ∨ A1C2 = A2C1

C1D2 → C1D2 = C2D1 ∨ A1D2 = B2C1

C2D1 → C1D2 = C2D1 ∨ A2D1 = B1C2

D1D2 → C1D2 = C2D1 ∨ B1D2 = B2D1

Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè âûáîðà!
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ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ: çàìåíà P ′
x íà P1

x = P ′
x + P0

x

Ïðè ïðîâåðêå óñëîâèÿ

A1D1 = B1C1 (1)
∧

A2D2 = B2C2 (2)
∧

(A1B2 = A2B1 ∨ A1C2 = A2C1) (3)

ìîæíî çàìåíèòü âõîæäåíèå âñåõ ïðîèçâîäíûõ Q1 íà âûðàæåíèÿ
Q1 + Q2 (ëåãêî ïîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìóë), ÷òî ïî ñóòè
ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì ïîçèòèâíîãî êîôàêòîðà âìåñòî ïðîèçâîäíîé.

Ýòî èìååò áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå!
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Ôóíóöèÿ IsEqual Íåÿâíîãî ÔÏ-Àëãîðèòìà

Define IsEqual(A,D,B,C) returning Boolean.
Ïðîâåðêà óñëîâèé äëÿ ðàâåíñòâà ïîëèíîìîâ êîíñòàíòå 0.

Óäàëèòü âñå z : z |A èëè z |D èëè z |B èëè z |C.
Ïðîâåðêà óñëîâèé äëÿ ðàâåíñòâà ïîëèíîìîâ êîíñòàíòå 1.

Åñëè ∃z : z |AD ̸≡ z |BC, òîãäà âåðíóòü FALSE.

Åñëè ∃z : z ̸∈ var(AD) ∩ var(BC ), òîãäà âåðíóòü FALSE.

Âûáðàòü ïåðåìåííóþ z.
Åñëè not IsEqual(A0

z,D
0
z ,B

0
z ,C

0
z ), òîãäà FALSE.

Åñëè not IsEqual(A′
z,D

′
z,B

′
z,C

′
z), òîãäà FALSE.

Åñëè IsEqual(A′
z,B

0
z ,A

0
z,B

′
z), òîãäà TRUE.

Âåðíóòü IsEqual(A′
z,C

0
z ,A

0
z, C ′

z).
End Definition.

� Ñëîæíîñòü Íåÿâíîãî ÔÏ-Àëãîðèòìà O(n2|F |2.22).
� Âû÷èñëåíèå IsEqual ïàðàëëåëüíî äëÿ ðàçíûõ y , ìåìîèçàöèÿ.
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Íåÿâíûé ÔÏ-Àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà òàéìàóòàõ
Define ImpliciteFDAlgorithm(F) returning pair of polynomials:

Let Σsame := ∅,Σother := ∅, Fsame := 0,Fother := 0.
Pick x from var(F ).
Let A := F ′

x, B := F 0

x , Timeout := 0 .
For Each Variable y ∈ var(F ) \ {x} Do

Let D := B ′
y, C := A′

y.

Try assuming Timeout.
If IsEqual(A,D,B,C) Then Σother := Σother ∪ {y}.

Else Σsame := Σsame ∪ {y}. End If.

If (Timeout = 0) ∧ (|Σsame | > 0) ∧ (|Σother | > 0) Then

Calculate Timeout.
End If.

Catch Timeout elapsed.

Σother := Σother ∪ {y}.
End Try.

End For.

Return F↓Σsame∪{x} and F↓Σother
.

End Define.
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Êàê ðàñ÷èòûâàòü òàéìàóò

Äëÿ ðàñ÷¼òà ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ áûëî ðåøåíî èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ î

âðåìåíè êëàññèôèêàöèè ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîé ïåðåìåííîé èç êàæäîãî

ôàêòîðà. Êàê òîëüêî êëàññèôèêàöèÿ äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ âûïîëíåíà âïåðâûå,

ïîðîã âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñðåäíåå ìåíüøåãî è áîëüøåãî çíà÷åíèÿ. Îäíàêî ìîæíî

ïîëó÷èòü íåñêîëüêî çíà÷åíèé âðåìåíè äëÿ ïåðåìåííûõ èçôàêòîðà, â êîòîðîì

íàõîäèòñÿ èñõîäíîå çíà÷åíèå, ïðåæäå ÷åì ïîÿâèòñÿ èíôîðìàöèÿ î ïåðåìåííîé

èç ïðîòèâîïîëîæíîãî ôàêòîðà. Ýòî ìîæåò äàòü áîëåå ïîëåçíîå ïîðîãîâîå

çíà÷åíèå. Ïîðîã âèäà �ìàêñèìàëüíîå+3 ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèÿ� äàâàë äëÿ

ïîëèíîìîâ ñ 104 ìîíîìàìè 86% óñïåøíîé êëàññèôèêàöèè, è âðåìÿ â 2-8 ðàç

ìåíüøå âðåìåíè êëàññèôèêàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì èñ÷åðïûâàþùåãî ïîèñêà.

Óâåëè÷åíèå ðàçìåðà ìíîãî÷ëåíîâ ïðèâîäèò ê áîëåå òî÷íîé èäåíòèôèêàöèè

ïåðåìåííûõ, êîëè÷åñòâî ñáîåâ çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåòñÿ. Äëÿ ïîëèíîìîâ ñ

105 ìîíîìàìè íå áûëî çàôèêñèðîâàíî íè îäíîãî ñáîÿ. Íåðàâåíñòâî

×åáûøåâà îöåíèâàåò âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè ïåðåìåííûõ

äëÿ �3σ-ïðàâèëà� îêîëî 0.11 (�10σ-ïðàâèëî� äà¼ò 0.01) è îíà íå çàâèñèò îò

òèïà ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Àðèôìåòè÷åñêèé àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè

• Àëãîðèòì ñ÷èòûâàåò ìîíîìû
ïîñëåäîâàòåëüíî. Âåñü ïîëèíîì
çàãðóæàòü â ïàìÿòü íå íàäî,
ýòî ïîçâîëÿåò ñýêîíîìèòü íà
âíóòðåííåì ïðåäñòàâëåíèè
ïîëèíîìà.

• �ìêîñòíàÿ ñëîæíîñòü
àëãîðèòìà O(n2), âðåìåííàÿ
� O(n2M + n3), òèïè÷íàÿ
ñèòóàöèÿ n ≪ M.

• Íà êàðòèíêàõ èçîáðàæåíî
ðàçáèåíèå ïåðåìåííûõ
ïîëèíîìà:

ïî ôàêòîðàì äëÿ ðàçëîæèìîãî

ïîëèíîìà;

äëÿ íåôàêòîðèçóåìîãî ïîëèíîìà.
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

Äåêîìïîçèöèÿ ãèïåðãðàôîâ, êîìáèíàòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ, òåîðèÿ
èãð.

Ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ íàä¼æíîñòè, òåîðèÿ ðàñïèñàíèé.

Äåêîìïîçèöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Äåêîìïîçèöèÿ òàáëèö (â ðåëÿöèîííûõ ÑÓÁÄ è ÑÏÏÐ).

Äåêîìïîçèöèÿ ïðè îíòîëîãè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè.
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Äåêîìïîçèöèÿ ãèïåðãðàôîâ

A={{x ,y},{y ,z},{x ,z}} B={{a,b,c ,e},{b,d ,e,f }}={{b,e}}⋊⋉{{a,c},{d ,f }}
A⋊⋉B = {{a, b, c , e, x , y}, {a, b, c , e, y , z}, {a, b, c , e, x , z},

{b, d , e, f , x , y}, {b, d , e, f , y , z}, {b, d , e, f , x , z}}

x

y

z

=⋊⋉

a b c

d e f x

y

z

a

b

c

d

e

f
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Êîìèòåòû�ïðåäñòàâèòåëè (Øåïëè, íà÷àëî 60-õ ãîäîâ)

Âàñÿ Ïåòÿ Ìàøà Êîëÿ Òîëÿ Ãîøà Àííà

Ôèíàíñû 1 1 0 0 1 0 1

Îáîðîíà 0 0 1 1 0 1 1

Òðàíñïîðò 0 1 1 0 0 1 0

Êóëüòóðà 0 1 1 0 1 1 1

Îáðàçîâàíèå 1 0 0 1 0 0 1

Íàóêà 1 1 0 0 0 0 0

G=⟨{ïåðñîíû},{êîìèòåòû},{âõîæäåíèå}⟩

Âåðøèíû Âàñÿ è Ìàøà (èëè Ãîøà)
�äîìèíèðóþò� íàä âåðøèíàìè�
êîìèòåòàìè, òî åñòü â êàæäûé
êîìèòåò âõîäèò êòî�òî èç íèõ.

ÂÏÒÀ+ÌÊÃÀ+ÏÌÃ+ÏÌÒÃÀ+ÂÊÀ+ÂÏ = (Â+ÌÃ)×(Ï+ÊÀ+ÏÒÀ)

{{Âàñÿ},{Ìàøà,Ãîøà}}⋊⋉{{Ïåòÿ},{Êîëÿ,Àííà},{Ïåòÿ,Òîëÿ,Àííà}}
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Ñòðóêòóðíàÿ ÷àñòü òåîðèè íàäåæíîñòè (Áèðíáàóì è
Ýñýðè, J.SIAM, 1965)

Ï.Ã. Åìåëüÿíîâ emelyanov@iis.nsk.su (ÈÑÈ ÑÎ ÐÀÍ)Äåê.áóë.ôóíê. è ïðèë. 2024-12-20 21 / 49



Òàáëèöû � ýòî ãîìîãåííûå ìóëüòèëèíåéíûå ïîëèíîìû

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå â ðåëÿöèîííûõ ÑÓÁÄ ðåàëèçóåòñÿ â SQL-îïåðàòîðîì

SELECT * FROM table1 CROSS JOIN table2;

A B

x y

x z

⋊⋉
C D E

x u p

y u q

z v r

=

A B C D E

x y x u p

x y y u q

x y z v r

x z x u p

x z y u q

x z z v r

zBquxAyC + yBquxAyC + yB rvxAzC + zB rvxAzC + yBpuxAxC + zBpuxAxC =

xA ·(yB + zB)·(quyC + rvzC + puxC )

Âàæíà ðåàëèçàöèÿ íà SQL (åñòü íà TransactSQL).

� Îòûñêàíèå ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé â òàáëèöàõ;
� �Ðàçðåçàíèå� òàáëèö;
� Îáðàùåíèÿ îïåðàòîðà JOIN ON.
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Äåêîìïîçèöèÿ òàáëèö ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
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Îöåíêà âåðîÿòíîñòè ∅�äåêîìïîçèðóåìîñòè

Óòâåðæäåíèå

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ äåêîìïîçèðóåìîñòè F

∀x ∈ var(F ) : ÍÎÄ(|F ′
x |, |F |) > 1.

Óòâåðæäåíèå

Åñëè ñëó÷àéíûé ïîëèíîì F íàä n > 2 ïåðåìåííûìè èìååò M
ìîíîìîâ, òî

P[F ∅�íåäåêîìïîç.]>1−
(
1−ϕ(M)

M

)n
>1−

(
1− 1

eγ ln lnM+ 3
ln lnM

)n
,

ãäå ϕ è γ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà è åãî æå êîíñòàíòà ñîîòâåòñòâåííî.
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Îáîáùåíèÿ çàäà÷è ôàêòîðèçàöèè

äåêîìïîçèöèÿ ñ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì ðàçäåëÿåìûõ ïåðåìåííûõ
∆:

� â 2016 ïîñòðîåí FP-ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ
ìóëüòèëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ íàä F2;

� Ä.Ê. Ïîíîìîð¼â â 2019 ïîñòðîèë ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì
äëÿ ïîçèòèâíûõ ÄÍÔ;

äåêîìïîçèöèÿ ñ äåôåêòîì, ñîäåðæàùèì ïðåäïèñàííûå
ïåðåìåííûå.

Ï.Ã. Åìåëüÿíîâ emelyanov@iis.nsk.su (ÈÑÈ ÑÎ ÐÀÍ)Äåê.áóë.ôóíê. è ïðèë. 2024-12-20 25 / 49



Àëãîðèòì ∆�äåêîìïîçèöèè

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ∆�äåêîìïîçèöèè, ∆ ̸= ∅
Ïóñòü F � áóëåâûé ïîëèíîì íàä ïåðåìåííûìè var(F ) = {x1, . . . , xn} è
∆ ⊆ var(F ), |∆| = k , � ìíîæåñòâî ðàçäåëÿåìûõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå

F |δ = (F |x=0,x∈∆\δ)|′y ,y∈δ

Êàæäûé ìîíîì
∏

xi∈δ xi , δ ⊆ ∆, âêëþ÷àÿ ∅, èìååò
êîýôôèöèåíòû�ïîëèíîìû Aδ è Bδ (âñå íàä var(F ) \∆) â
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíòàõ áè�äåêîìïîçèöèè. Ýòè êîýôôèöèåíòû
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå 2k êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé:

äëÿ âñåõ ïîäìíîæåñòâ δ ⊆ ∆
∑

∀α,β⊆δ
α∪β=δ

AαBβ = F |δ .
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Àëãîðèòì ∆�äåêîìïîçèöèè

Ñëó÷àé |∆| = 2

F = xyF ′ ′
xy + xF ′ 0

xy + yF 0 ′
xy + F 00

xy

= (Ax ,yxy + Axx + Ayy + A∅)(Bx ,yxy + Bxx + Byy + B∅)
A∅B∅ = F 00

xy

AxBx + AxB∅ + A∅Bx = F ′ 0
xy

AyBy + AyB∅ + A∅By = F 0 ′
xy

Ax ,yBx ,y+Ax ,y (Bx+By+B∅)+Bx ,y (Ax+Ay+A∅)+AxBy+AyBx =F ′ ′
xy ,

Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îò ïåðâîãî è äàëåå è ïîäñòàâëÿÿ
ïîëó÷åííûå íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ âàðèàíòû Aδ è Bδ íà êàæäîì øàãå
íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî áóäåì èìåòü êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ âèäà
XY + aX + bY = c , êîòîðûå, àíàëîãè÷íî äèîôàíòîâûì óðàâíåíèÿì,
ñíîâà ñâîäÿòñÿ ê ôàêòîðèçàöèè íåêîòîðûõ ïîëèíîìîâ.

Òàê êàêìû çàèíòåðåñîâàíû â∆�äåêîìïîçèöèè, íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü,
÷òîáû ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ ∪δvar(Aδ) è ∪δvar(Bδ) íå ïåðåñåêàëèñü.
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Àëãîðèòì ∆�äåêîìïîçèöèè

Ïðèìåðû ∆�äåêîìïîçèöèè

Ïðèìåð, êîãäà ôóíêöèÿ íå èìååò ∅�äåêîìïîçèöèè, íî âîçìîæíà
{x}�äåêîìïîçèöèÿ:

x+ux+vx+uvx+ust+vst+ stx+uvstx = (x+u+v+xuv)(x+ st).

Äàííàÿ ôóíêöèÿ íå èìååò ∅�äåêîìïîçèöèè è äåêîìïîçèöèé ñ
åäèíñòâåííîé ðàçäåëÿåìîé ïåðåìåííîé, íî âîçìîæíà
{x , y}�äåêîìïîçèöèÿ

ytuv+stuv+suvx+yst+ysx+ytx+stx+yt+sx = (xs+yt+st)(x+y+uv)

∆ = var(F )

uvx + uvy + uxy + vxy = (u + v + x + y)
(uv + ux + uy + vx + vy + xy)
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Àëãîðèòì ∆�äåêîìïîçèöèè

Äåêîìïîçèöèÿ ñ ïðåäïèñàííûì ∆�äåôåêòîì

Çàäà÷à îòûñêàíèÿ äåôåêòà D, ïðåïÿòñòâóþùåãî ∅-äåêîìïîçèöèè, íî
äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíî ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ ∆:

F (X ,Y ) = F1(X )F2(Y ) + D(∆), ∆ ⊂ X ∪ Y , X ∩ Y = ∅,

Ïðèìåð:

x1x2x3y1y2+x1x2x3y2y3+x1x2x3+x1y1y2+x2y1y2+x2y2y3+x3y1y2+x3y2y3+y2y3+x2+x3 =

(x1x2x3 + x1 + x2 + x3)(y1y2 + y2y3 + 1) + (x1y2y3 + y2y3 + x1), ∆ = {x1, y2, y3}.

Îòìåòèì, ìîíîìû x1y2y3 è x1 íå âõîäÿò â èñõîäíûé ïîëèíîì.

Ïðèëîæåíèÿ: äåêîìïîçèöèÿ áóëôóíêöèé â çàäà÷å îïòèìèçàöèè
ìèêðîýëåêòðîííûõ ñõåì (íàïðèìåð, äëÿ FPGA), çàäà÷è àíàëèçà
äàííûõ è èçâëå÷åíèÿ çíàíèé (ïîñòðîåíèå ñõåì ðåëÿöèîííûõ ÑÓÁÄ,
íîðìàëèçàöèÿ îòíîøåíèé), ÑÏÏÐ (àíàëèç è îïòèìèçàöèÿ òàáëèö
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé).
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Àëãîðèòì ∆�äåêîìïîçèöèè

Äåêîìïîçèöèÿ ñ ïðåäïèñàííûì ∆�äåôåêòîì: ïîäõîäû

Òåîðåìà 1 äà¼ò òðè ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Îáîçíà÷èì H = F 0

x + D.

Ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ (äëÿ D) ïîçâîëÿåò ðåøàòü
çàäà÷ó äëÿ ïîëèíîìîâ ñ 20-30 ïåðåìåííûìè (ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
áîëüøèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä F2).

Çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ àëãåáðàè÷åñêîãî îäíîðîäíîãî
ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ íàä ïîëèíîìàìè èç F2[X ,Y ]:

F ′ 0
xy

G
H1

y +
F ′ 1
xy

G
H0

y = 0 ãäå G = ÍÎÄ(F ′ 0
xy ,F

′ 1
xy ).

Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ (ñèçèãèè), âîçìîæíî ìåòîäîì,
èñïîëüçóþùèì Áàçèñû Ãð¼áíåðà äëÿ F2[x1, . . . , xn] è åãî ôàêòîð-êîëüöà
F2[x1, . . . , xn]⟨x21 + x1, . . . , x

2

n + xn⟩ áóëåâûõ ïîëèíîìîâ.
Ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî âûâåñòè ëèíåéíîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

F ′
x H

′
y + F ′ ′

xy H = 0
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Äåêîìïîçèöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé

Íåÿâíûé ÔÏ-àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè ìóëüòèëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ íàä
F2 íàïðÿìóþ äàåò àëãîðèòì êîíúþíêòèâíîé äåêîìîïçèöèè íà
êîìïîíåíòû ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ íàáîðàìè ïåðåìåííûõ äëÿ áóëåâûõ
ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ÀÍÔ (ïîëèíîìîâ Æåãàëêèíà) è
ïîçèòèâíûõ/íåãàòèâíûõ ÄÍÔ/ÊÍÔ.

Íåÿâíûé ÔÏ-àëãîðèòì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåííûé øàáëîí
àëãîðèòìà, êîòîðûé ìîæåò áûòü íàñòðîåí íà ðàçíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
áóëåâûõ ôóíêöèé: ÑÄÍÔ/õàð.ìí-âà åäèíèö, ÑÊÍÔ/õàð.ìí-âà íóëåé,
òàáëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ (â ò.÷. ÷àñòè÷íûå), ROBDD, OKFD, AIG.

Èññëåäîâàòåëüñêàÿ òåìà: íåÿâíûé ÔÏ-àëãîðèòì ìîæíî
ìîäèôèöèðîâàòü äëÿ îäíîâðåìåííîãî ïîñòðîåíèÿ AND- è
OR-ðàçëîæåíèèé áóëåâûõ ôóíêöèé.
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Îïòèìèçàöèÿ ëîãè÷åñêèõ ñõåì (êîìáèíàöèîííàÿ ÷àñòü)
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v

v

u

x
y

v

v

xu ∨ xv ∨ yu ∨ yv

(x ∨ y)u ∨ (x ∨ y)v (x ∨ y)(u ∨ v)

ÂÀÆÍÎ: ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì íà îñíîâå
àðõèòåêòóðû ÏËÈÑ (FPGA) ñóùåñòâåííûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ îòûñêàíèå
äåêîìïîçèöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà.
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Îïòèìèçàöèÿ ëîãè÷åñêèõ ñõåì (êîìáèíàöèîííàÿ ÷àñòü)

v

v

v

v

v

v

v

u
x

y

v

v

v

v

u
x
y

v

v

v

v

u

x
y

v

v

xu ∨ xv ∨ yu ∨ yv (x ∨ y)u ∨ (x ∨ y)v

(x ∨ y)(u ∨ v)

ÂÀÆÍÎ: ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì íà îñíîâå
àðõèòåêòóðû ÏËÈÑ (FPGA) ñóùåñòâåííûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ îòûñêàíèå
äåêîìïîçèöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Ï.Ã. Åìåëüÿíîâ emelyanov@iis.nsk.su (ÈÑÈ ÑÎ ÐÀÍ)Äåê.áóë.ôóíê. è ïðèë. 2024-12-20 32 / 49



Àëãîðèòì ∆�äåêîìïîçèöèè
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Ìíîãîóðîâíåâàÿ äåêîìïîçèöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé

F = absu ∨ absv ∨ absw ∨ abtu ∨ abtv ∨ abtw ∨ abxy ∨ abxz ∨
acsu ∨ acsv ∨ acsw ∨ actu ∨ actv ∨ actw ∨ acxy ∨ acxz ∨
desu ∨ desv ∨ desw ∨ detu ∨ detv ∨ detw ∨ dexy ∨ dexz

�AND�First� ñòðàòåãèÿ äàåò:

F = (a(b ∨ c) ∨ de)((s ∨ t)(u ∨ v ∨ w) ∨ x(y ∨ z)).

�OR�First� ñòðàòåãèÿ îïòèìèçàòîðà ESPRESSO äàåò:

F = x(a(c ∨ b) ∨ de)(z ∨ y) ∨ (a(c ∨ b) ∨ de)(t ∨ s)(w ∨ v ∨ u)

F èìååò 96 ñèìâîëîâ. Ïåðåìåííûå âñòðå÷àþòñÿ îò 3 äî 16 ðàç.

�AND�First� äàåò 13 ñèìâîëîâ è ãëóáèíó 4 (read�once ôîðìà).

ESPRESSO äàåò 18 ñèìâîëîâ è ãëóáèíó 5 (íå read�once).
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Äåêîìïîçèöèÿ è ìèíèìèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé

Îïòèìèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ÒÈ èëè
ÄÍÔ/ÊÍÔ (SoP/PoS) ìåòîäàìè ìèíèìèçàöèè (ñîêðàùåíèå ÷èñëà
êîíúþíêòîâ/äèçúþíêòîâ è èõ äëèíû). Âàæíî â ðàìêàõ äâóõ-
óðîâíåâîãî äèçàéíà.

Âîñõîäÿò ê ìåòîäàì
Êàðíî è Êâàéíà.
Â îáùåì ñëó÷àå
NP-ñëîæíàÿ çàäà÷à.

Åñëè ïðåäâàðèòåëüíî
äåêîìïîçèðîâàòü áóëåâó
ôóíêöèþ â áîëåå
êîìïàêòíûå êîìïîíåíòû,
òîìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå
êîìïàêòíîå ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ âñåé ôóíêöèè.
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Ïðèìåð: äåêîìïîçèöèÿ èìèíèìèçàöèÿ áóëåâûõôóíêöèé

Ôóíêöèÿ 1: �Snake�in�the�Box� òîëùèíîé 7 â 17-ìåðíîì êóáå (102
âåðøèí çìåè). ÑÄÍÔ: 102 åäèíèö, 1'734 ñèìâîëîâ.

Ôóíêöèÿ 2: Hamming Code â 15-ìåðíîì êóáå ñ êîäîâûì
ðàññòîÿíèåì 7 (32 êîäîâûõ ñëîâà). ÑÄÍÔ: 32 åäèíèö, 480 ñèìâîëîâ.

Áîëüøàÿ ôóíêöèÿ: êîíúþíêöèÿ Ôóíêöèè 1 è Ôóíêöèè 2.
ÑÄÍÔ: 3'264 åäèíèö, 104'448 ñèìâîëîâ.

Ìèíèìóì ÄÍÔ Áîëüøîé ôóíêöèè: 801 òåðìîâ, 24'832 ñèìâîëà,
âðåìÿ ESPRESSO�ìèíèìèçàöèè 36 ìèí.

Ìèíèìóì ÄÍÔ Snake-17-7: 51 òåðìîâ, 816 ñèìâîëîâ, âðåìÿ
ìèíèìèçàöèè 1 ñåê. ÄÍÔ Hamming Code íå ìèíèìèçèðóåòñÿ.

Äåêîìïîçèöèÿ Áîëüøîé ôóíêöèÿ çàíèìàåò 12 ìèíóò.
Ïðåäñòàâëåíèå Áîëüøîé ôóíêöèè â ôîðìå êîíúþíêöèè ÑÄÍÔ
Hamming-15-7 è ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ Snake-17-7 èìååò 83 òåðìîâ +
1 êîíúþíêöèÿ, 1296 ñèìâîëîâ. Îíî ìåíüøå ïîëó÷åííîé íàïðÿìóþ
ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ â 10 ðàç ïî òåðìàì è â 20 ðàç ïî ñèìâîëàì.
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Äåêîìïîçèöèÿ áóëåâûõ òàáëèö

Ïðîèçâîëüíûå áóëåâû òàáëèöû (âñå ñòðîêè ðàçëè÷íû) � ýòî
îïèñàíèÿ á.ô. ñ ïîìîùüþ èõ íóëåé è/èëè åäèíèö
(õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà íóëåé/åäèíèö; ÑÄÍÔ/ÑÊÍÔ):

� äåêîìïîçèöèÿ îòíîñèòåëüíî ñòîëáöà-àðãóìåíòà.

Òàáëèöû èñòèííîñòè (ïîëíûå èëè ÷àñòè÷íûå) á.ô.:

� äåêàðòîâà äåêîìïîçèöèÿ: êîìïîíåíòà�äåêîìïîçèöèè, êîòîðàÿ íå
ñîäåðæèò ðåçóëüòàò, îïèñûâàåò íåñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå á.ô.

� äåêîìïîçèöèÿ îòíîñèòåëüíî ñòîëáöà-àðãóìåíòà èëè ñòîëáöà
ðåçóëüòàòà.

Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ êàê ìåòîäû ñ èñïîëüçîâàíèåì òàáëè÷íî-
îðèåíòèðîâàííûõ îïåðàöèé (íàïðèìåð, SQL), òàê èìåòîäû, îñíîâàííûå
íàìàíèïóëÿöèÿõ ñ ïîëèíîìàìè â ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ.
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Äåêîìïîçèöèÿ òàáëèö ñ ÿâíûì àòðèáóòîì-êîííåêòîðîì

Òàáëèöà åäèíèöF Áîëåå òîãî, çäåñü F 1
1 = F 0

1

F (U,V , x) = xF (U,V , 0) ∨ xF (U,V , 1) = xF 0
1 (U)F 0

2 (V ) ∨ xF 1
1 (U)F 1

2 (V ).
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Äåêîìïîçèöèÿ ÷àñòè÷íûõ ÒÈ îòíîñèòåëüíî ðåçóëüòàòà

x1 x2 x3 x4 F

1 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1
0 1 1 0 1
0 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 0 1 1
1 0 1 1 0

=

x1 x2 F1

0 0 1
1 0 0
0 1 1
1 1 1

⋊⋉
F1=F2

x3 x4 F2

0 0 0
1 0 1
0 1 1
1 1 0

x y H

0 0 0
1 1 1
DC DC

F (x1, x2, x3, x4) = H(F1(x1, x2),F2(x3, x4))

H ìîãóò áûòü ðàçíûå: ∧,∨, ëåâàÿ èëè ïðàâàÿ ïðîåêöèÿ. Âûáîð ïîñëåäíèõ
îçíà÷àåò, ÷òî â êà÷åñòâå F ìîæíî âçÿòü ëèáî F1 ëèáî F2. Ñóùåñòâóþò
ôóíêöèè, ãäå îò ïîëîâèíû è áîëåå ïåðåìåííûõ ìîãóò íå èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè
âû÷èñëåíèÿõ íà çíà÷èìûõ àðãóìåíòàõ:

F (X ,Y ) = H(F1(X ),F2(Y )) = F1(X ) = F2(Y ).

Íîâîå ïîíÿòèå áåñïîëåçíûõ ïåðåìåííûõ
(íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî íîñèòåëÿ îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèÿ)!
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Òåñòèðîâàíèå äëÿ ñõåì, ïðåäñòàâëåííûõ â ROBDD

Íàáîð
òåñòîâ

Ñõåìà Òèï Âûõîä Êîë.
âõîä.

Ðàçìåð
BDD

Âðåìÿ
(ñåê.) Óñê.12 Èçì.1 Èçì.2

EPFL mem_ctrl_part0 and po067 113 669 0,0055 6,38 0,1011 0,7549

EPFL mem_ctrl_part0 or po223 113 909 0,0094 7,94 0,5868 0,3322

ISCAS c5315_part1 and po083 53 326 0,2496 8,67 10−6 0,5552

ISCAS s13207_part0 or n388 58 428 0,0006 10,14 0,2819 0,7290

ISCAS s15850.1_part0 and n2833_1 67 2173 5757,95 2,05 0,1667 0,4680

ISCAS s15850.1_part0 and n488 145 2204 0,0758 8,39 0,0032 0,2001

ISCAS s5378_part0 or po37 59 1712 0,0037 8,5 0,2253 0,4796

IWLS2005 ac97_ctrl_part0 or n9928_1 58 2142210 30,5784 9,14 0,0508 0,9981

IWLS93 i2 or po0 201 6468 20,6707 3,82 0,0004 0,2191

IWLS93 pair_part0 or po081 51 3271 1293,8 4,24 0,0008 0,0997

IWLS93 pair_part1 or po019 53 7103 1246,58 6,27 0,0003 0,0715

LGS91 i10_part0 or po063 53 3237 0,3468 10,48 0,4992 0,9608

LGS91 i2 or po0 201 335 103,119 4,59 0,0001 1,0030

LGS91 pair_part0 or po004 51 9600 210,595 4,91 0,0004 0,0452

Other oc_wb_dma or n2705 54 186 0,0026 4,95 0,0107 1,0054

Other oc_wb_dma or n2800 54 225 0,0027 5,97 0,0107 1,0044

Other sudoku_check_part2 and n3454 729 730 12311,4 11,25 0,1111 1,0014
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Q&A

ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1

Ïóñòü F � íåêîíñòàíòíûé ìóëüòèëèíåéíûé ïîëèíîì íàä F2. Åñëè F ôàêòîðèçóåì
íàä F2, îí îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ áóäåò ïîñòðîåíà ïîëèíîìè-
àëüíàÿ ïðîöåäóðà äëÿ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ F íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ìíîæåñòâà Σ1 è Σ2, òàêèå, ÷òî åñëè F ôàêòîðèçóåì, òî îí èìååò ìíîæèòåëè�
ïîëèíîìû íàä íèìè. Äàëåå íóæíî ïðîâåñòè ïðîåêöèþ F íà ìíîæåñòâà Σ1 è Σ2.
Îòìåòèì, ÷òî F ′

x = F 1
x + F 0

x è âñÿêèé ìóëüòèëèíåéíûé ïîëèíîì ìîæåò áûòü
çàïèñàí â âèäå ðàçëîæåíèåì Ðèäà F = F ′

x · x + F 0
x = (F 1

x + F 0
x )x + F 0

x . Êðîìå òîãî,
åñëè íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ x ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ ìîíîìàõ F , òîãäà ëèáî F íå
ôàêòîðèçóåì (â ñëó÷àå F = x), ëèáî òðèâèàëüíî ôàêòîðèçóåì, òî åñòüF =xF 1

x =xF ′
x .

Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ó F íåò òðèâèàëüíûõ ôàêòîðîâ.
Ïóñòü F � ìóëüòèëèíåéíûé ïîëèíîì íàä ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ {x , x1, . . . , xn}.
Åñëè F ôàêòîðèçóåì, òî îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå F = (x ·Q + R) ·H, ãäå

• ïîëèíîìû Q, R è H íå ñîäåðæàò x ;
• Q è R íå èìåþò îáùèõ ïåðåìåííûõ ñ H;
• R ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì ïîëèíîìîì (òàê êàê F íå ôàêòîðèçóåì òðèâèàëüíî);
• x · Q + R � íåôàêòîðèçóåìûé ïîëèíîì.

Òîãäà èìååì F 0
x = R · H è F ′

x = Q · H. Î÷åâèäíî, ÷òî F 0
x è F ′

x ìîãóò áûòü
âû÷èñëåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
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Àëãîðèòì ∆�äåêîìïîçèöèè

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1 � ïðîäîëæåíèå

Ïóñòü y � ïåðåìåííàÿ èç F , îòëè÷íàÿ îò x . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

(Q ·R ·H2)′y = Q ′
y ·R ·H2 + Q ·(R ·H2)′y = Q ′

y ·R ·H2 + R ′
y ·Q ·H2 + 2H ′

y ·Q ·R ·H

òàê êàê â F2 äëÿ âñåõ z âåðíî 2z = z + z = 0, òî

= H2 · (Q ′
y ·R + R ′

y ·Q) = H2 · (Q ·R)′y .

Ò.å., åñëè y ∈ var(H), òî (Q · R)′y = 0 è (Q · R · H2)′y = 0. Äîêàæåì îáðàòíîå,
ïðåäïîëîæèâ, ÷òî y ̸∈ var(H) è ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ íå ðàâíà íóëþ.
Òàê êàê y íå ïðèíàäëåæèò H, ïîëèíîìû Q è R â îáùåì ñëó÷àå èìåþò âèä

Q = Ay + B, R = Cy + D,

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëèíîìîâ A,B,C ,D íå ñîäåðæàùèõ y . Òîãäà
Q · R = ACy2 + (AD + BC)y + BD è, ñëåäîâàòåëüíî, (Q · R)′y = AD + BC . Ò.î.,
íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî AD + BC ̸= 0. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå:

AD + BC = 0 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, AD = BC .
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Àëãîðèòì ∆�äåêîìïîçèöèè

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1 � ïðîäîëæåíèå

Ïóñòü B = f1 · . . . · fm è C = g1 · . . . · gn ÿâëÿþòñÿ (îäíîçíà÷íûìè) ôàêòîðèçàöèÿìè
B è C â íåôàêòîðèçóåìûå ïîëèíîìû. Òîãäà AD = f1 · . . . · fm · g1 · . . . · gn è ìîæíî
ïîëàãàòü, ÷òî A = f1 · . . . · fk · g1 · . . . · gl äëÿ íåêîòîðîãî 0 ⩽ k ⩽ m è 0 ⩽ l ⩽ n (åñëè
k = l = 0, ïîëàãàåòñÿ A = 1). Ïîëèíîìû B,C ,D ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â òàêîé
æå ôîðìå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (U,V ) íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ïîëèíîìîâ U è
V . Òîãäà A = (A,B) · (A,C), B = (A,B) · (D,B), àíàëîãè÷íî äëÿ C è D, è ìû
èìååì

x · Q + R = x · (Ay + B) + (Cy + D)

= x · ((A,B)(A,C)y + (A,B)(D,B)) +

((A,C)(D,C)y + (D,B)(D,C)) = ((A,B)x + (D,C))((A,C)y + (D,B)),

÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ, òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ x ·Q +R íå ôàêòîðèçóåì.
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Àëãîðèòì ∆�äåêîìïîçèöèè

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1 � ïðîäîëæåíèå

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïðîöåäóðó ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ F íà
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà Σ1 è Σ2 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáðàâ íåêîòîðóþ
íà÷àëüíóþ ïåðåìåííóþ x , ïîëàãàåì Σ1 = {x}, Σ2 = ∅ è âû÷èñëÿåì ïîëèíîì
Q · R · H2 (ðàâíûé F ′

x · F 0
x ). Çàòåì äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé y èç F (îòëè÷íîé îò x)

âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ (Q · R · H2)′y . Åñëè îíà ðàâíà íóëþ, äîáàâëÿåì y â Σ2, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå � â Σ1. Åñëè â êîíöå Σ2 = ∅, òî ïîëèíîì F íå ôàêòîðèçóåì.
Åñëè n � ðàçìåð èñõîäíîãî ïîëèíîìà, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñèìâîëîâ, òî ïðèâåäåííûé àëãîðèòì òðåáóåò O(n2) øàãîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïîëèíîìà G = Q · R · H2 è ïðîâåðêè, ðàâíà ëè ïðîèçâîäíàÿ G ′

y íóëþ äëÿ
ïåðåìåííîé y (âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé è ïðîâåðêà ðàâåíñòâà äåëàåòñÿ çà
ëèíåéíîå ÷èñëî øàãîâ äëÿ ïîëèíîìà íàä F2, çàäàííîãî êàê ñèìâîëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü). Òàê êàê ýòî íóæíî ïðîâåðèòü äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé y ̸= x ,
òî àëãîðèòì âû÷èñëÿåò ðàçáèåíèå ïåðåìåííûõ çà O(n3) øàãîâ. QED
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Àëãîðèòì ∆�äåêîìïîçèöèè

Ýêïåðèìåíòàëüíÿ/ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè äëÿ
ñëó÷àéíûõ ROBDD

Çàìå÷àíèå: âûÿâëåíèå íåðàçëîæèìîñòè ôóíêöèè ïðîèñõîäèò
áûñòðåå, ÷åì ðàçëîæèìîñòè. Îöåíêà ñëîæíîñòè òîëüêî äëÿ
ðàçëîæèìûõ ñëó÷àåâ � ýòî îöåíêà â �õóäøåì� äëÿ âñåõ ôóíêöèé.

40 äåêoìïîçèðóåìûõ BDDs
íàä 100 ïåðåìåííûõ, ãäå
êàæäàÿ êîìïîíåíòà èìååò
50 ïåðåìåííûõ, óçëîâ �
îò 2.5 äî 5 ìèëëèîíîâ.
Âðåìÿ � îò 10 äî 40 ìèíóò.

Äëÿ äèàïàçîíà çíà÷åíèé
p õàðàêò. óðàâíåíèÿ îò
ìàò.îæ. äî ìàò.îæ.+ñò.îòêë.
ñëîæíîñòü àëãîðèòìà

T = O(nF 2).
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Àëãîðèòì ∆�äåêîìïîçèöèè

Òåñòèðîâàíèå ôàêòîðèçàöèè ïîëèíîìîâ â ôîðìå ZDD

Äëÿ ðåàëèçàöèè áûëà èñïîëüçîâàíà áèáëèîòåêà CUDD 3.0, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîé ïîëèíîìû ïðåäñòàâëÿëèñü â âèäå ZDD. Áûëè ñãåíåðèðîâàíû
äâà íàáîðà ñëó÷àéíûõ ïîëèíîìîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ
êîìïîíåíò ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè, ñî ñëåäóþùèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè. Âñå ñîäåðæàò 100 ïåðåìåííûõ, êîòîðûå
ðàçáèâàþòñÿ ïî êîìïîíåíòàì 10 íà 90, 25 íà 75, 50 íà 50, 75 íà 25, 90
íà 10. Îäèí íàáîð � ýòî ïîëèíîìû, èìåþùèå 104 ìîíîìîâ (ïî
êîìïîíåíòàì 10 íà 1000, 25 íà 400, 50 íà 200, 100 íà 100), è âòîðîé �
105 ìîíîìîâ (100 íà 1000, 200 íà 400, 316 íà 316). Ðåçóëüòàòû
òåñòèðîâàíèÿ ïåðâîãî íàáîðà (â âàðèàíòàõ îïòèìàëüíîãî è ñëó÷àéíîãî
óïîðÿäî÷èâàíèÿ ïåðåìåííûõ è îäíîïîòî÷íîãî è 8-ïîòî÷íîãî
èñïîëíåíèÿ) ïðåäñòàâëåíû íà áîêñ-äèàãðàììàõ íèæå. Â
ïðåäñòàâëåííûõ äèàãðàììàõ óñêîðåíèå îçíà÷àåò îòíîøåíèå âðåìåíè
èñïîëíåíèÿ â 8-ïîòî÷íîì ðåæèìå êî âðåìåíè èñïîëíåíèÿ â
îäíîïîòî÷íîì ðåæèìå. Â îáùåì è öåëîì, ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ
ïîäòâåðæäàþò ãèïîòåçû î ñëîæíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ àëãîðèòìà.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè CUDD
ïîòðåáîâàëàñü íîâàÿ ñõåìà ìåìîèçàöèè ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé,
êîòîðàÿ óñêîðèëà âû÷èñëåíèÿ íà 30-40%.
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Èçìåðåíèÿ âû÷èñëåíèé â ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåæèìå
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Èçìåðåíèÿ âû÷èñëåíèé â ïàðàëëåëüíîì ðåæèìå
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Èçìåðåíèÿ óñêîðåíèé
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