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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäñòàâëåí îáçîð òàê íàçûâàåìîãî ñõåìíîãî ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøè-

ìîñòè ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïðîãðàììíûõ ëîãèê. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ñâåäåíèè ê ïðîáëåìå îò-

íîñèòåëüíîé òîòàëüíîñòè íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ñõåì ßíîâà. Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà

ÐÔÔÈ � 13-01-00645-à.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

1.1 Àêòóàëüíîñòü òåìû è êðàòêèé èñ-
òîðè÷åñêèé îáçîð

Ñåìåéñòâî ïðîãðàììíûõ ëîãèê âêëþ÷àåò äèíà-
ìè÷åñêèå è òåìïîðàëüíûå ëîãèêè, à òàêæå ëî-
ãèêè ïðîöåññîâ. Îñîáî ïîïóëÿðíû ïðîïîçèöèî-
íàëüíûå âàðèàíòû ýòèõ ëîãèê â ñâÿçè ñ èõ øè-
ðîêîé ïðèìåíèìîñòüþ äëÿ ñïåöèôèêàöèè è àâ-
òîìàòè÷åñêîé âåðèôèêàöèè êàê îòäåëüíûõ ïðî-
ãðàìì, òàê è ïðîãðàììíûõ ñèñòåì (âêëþ÷àÿ ðàñ-
ïðåäåë¼ííûå è ìóëüòèàãåíòíûå ñèñòåìû). Ïîýòî-
ìó èññëåäîâàíèå è ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ (ðàç-
ðåøàþùèõ ïðîöåäóð) äëÿ âàëèäàöèè (ïðîâåð-
êè òîæäåñòâåííîé èñòèííîñòè), ïîèñêà èëè ãå-
íåðàöèè äîêàçàòåëüñòâ, âåðèôèêàöèè â ìîäåëÿõ
(model checking) ôîðìóë ïðîãðàììíûõ ëîãèê ÿâ-
ëÿåòñÿ âàæíûì íàïðàâëåíèåì òåîðèè ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ.

Ðàçðåøèìîñòü ïðîãðàììíîé ëîãèêè � ýòî ñó-
ùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà âàëèäàöèè ôîðìóë ýòîé
ëîãèêè. Ñóòü ñõåìíîãî ìåòîäà [13, 38, 18] äîêàçà-
òåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè ïðîãðàììíûõ ëîãèê ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì. Ôîðìóëû èññëåäóåìîé ëî-
ãèêè òðàíñëèðóþòñÿ â òàê íàçûâàåìûå íåäåòåð-
ìèíèðîâàííûå ñõåìû ßíîâà (êîòîðûå ÿâëÿþò-

ñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêèõ ñõåì
ßíîâà [45, 46, 32, 33]) òàêèì îáðàçîì, ÷òî òðàíñ-
ëèðóåìàÿ ôîðìóëà èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ òîòàëü-
íîé (ò.å. âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ) â ñïåöèàëüíîì
êëàññå èíòåðïðåòàöèé. Òàê êàê òàêàÿ ïðîáëåìà
òîòàëüíîñòè ðàçðåøèìà (ò.å. èìååòñÿ àëãîðèòì
ïðîâåðêè òîòàëüíîñòè â ñïåöèàëüíîì êëàññå èí-
òåðïðåòàöèé), òî èññëåäóåìàÿ ïðîïîçèöèîíàëü-
íàÿ ïðîãðàììíàÿ ëîãèêà òàêæå îêàçûâàåòñÿ ðàç-
ðåøèìîé. (Áîëåå òîãî, ïðè àêêóðàòíîì àíàëè-
çå ñëîæíîñòè àëãîðèòìà òðàíñëÿöèè è ðàçðåøà-
þùåé ïðîöåäóðû äëÿ ïðîáëåìû îòíîñèòåëüíîé
òîòàëüíîñòè ñõåìíûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
âåðõíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè äëÿ ïðîáëåìû ðàçðå-
øèìîñòè èññëåäóåìîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïðî-
ãðàììíîé ëîãèêè.)

Ïåðâîíà÷àëüíûé âàðèàíò ñõåìíîãî ìåòîäà
áûë ðàçðàáîòàí â 1983-1988 ãã. Â.À. Íåïîìíÿùèì
è Í.Â. Øèëîâûì [13, 38] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ðàçðåøèìîñòè Ïðîïîçèöèîíàëüíîé Äèíàìè÷å-
ñêîé Ëîãèêè (Propositional Dynamic Logic, PDL)
[10, 11, 31], åå ñòðîãîãî è/èëè äåòåðìèíèðîâàí-
íîãî âàðèàíòîâ. Â ïåðâîíà÷àëüíîì âàðèàíòå
ñõåìíîãî ìåòîäà äëÿ ðàçðåøèìîñòè PDL è
å¼ âàðèàíòîâ èñïîëüçîâàëàñü òàê íàçûâàåìàÿ
îòíîñèòåëüíàÿ òîòàëüíîñòü íåäåòåðìèíè-
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ðîâàííûõ ñõåì ßíîâà. Â 1993-1997 ñõåìíûé
ìåòîä áûë ðàñïðîñòðàí¼í [18] íà òàê íàçûâàå-
ìîå µ-Èñ÷èñëåíèå (µ-Calculus, µC) [12, 31, 3],
êîòîðîå ìîæíî ñ÷èòàòü ðàñøèðåíèåì PDL çà
ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïî ïðî-
ïîçèöèîíàëüíûì ïåðåìåííûì (äëÿ âûðàæåíèÿ,
íàïðèìåð, çàöèêëèâàíèÿ ïðîãðàìì). Â âåðñèè
ñõåìíîãî ìåòîäà èç [18] áûëà èñïîëüçîâàíà òàê
íàçûâàåìàÿ îáîáù¼ííàÿ òîòàëüíîñòü (äîïóñ-
êàþùàÿ êâàíòèôèêàöèþ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
ïåðåìåííûõ). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòàõ
1983-1997 ãã. äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøè-
ìîñòè îáîáù¼ííîé òîòàëüíîñòè â òåðìèíàõ
íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ñõåì ßíîâà áûëè ðàçðà-
áîòàíû ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû (îáîáùàþùèå
àíàëîãè÷íûé ìåòîä À.Ï. Åðøîâà [32, 33] äëÿ
êëàññè÷åñêèõ ñõåì ßíîâà [45, 46, 32, 33]).

Cõåìíûé ìåòîä ðàçâèâàëñÿ îäíîâðåìåí-
íî è íåçàâèñèìî îò òåîðåòèêî-àâòîìàòíîãî
ìåòîäà [22, 27, 9] äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìî-
ñòè ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïðîãðàììíûõ ëîãèê.
Âîîáùå ãîâîðÿ, ñâÿçü ìåæäó êîíå÷íûìè àâòî-
ìàòàìè è ñõåìàìè ßíîâà áûëà óñòàíîâëåíà â
[16, 17], ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñõåìû ßíîâà
� ýòî êîíå÷íûå àâòîìàòû íàä ñïåöèàëüíûì
àëôàâèòîì (ñîñòîÿùèì èç îçíà÷åííûõ ïðîïîçè-
öèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ). Îäíàêî, âî-ïåðâûõ,
â òåîðåòèêî-àâòîìàòíîì ìåòîäå èñïîëüçóþòñÿ
íå êîíå÷íûå àâòîìàòû, à àâòîìàòû íà áåñêî-
íå÷íûõ ñëîâàõ èëè äåðåâüÿõ, è, âî-âòîðûõ,
òåîðåòèêî-àâòîìàòíûé ìåòîä ðåøàåò ïðîáëåìó
âûïîëíèìîñòè ôîðìóë (ñâîäÿ å¼ ê ïðîáëåìå
íåïóñòîòû ÿçûêà àâòîìàòà), â òî âðåìÿ êàê
ñõåìíûé ìåòîä ðåøàåò ïðîáëåìó òîæäåñòâåííîé
èñòèííîñòè (ñâîäÿ å¼ ê ïðîáëåìå îòíîñèòåëüíîé
òîòàëüíîñòè ñõåìû).

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ
îïèñàíû: ñâåäåíèå ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè
Ýëåìåíòàðíîé Ïðîïîçèöèîíàëüíîé Äèíàìè-
÷åñêîé Ëîãèêè ê ïðîáëåìå îòíîñèòåëüíîé
òîòàëüíîñòè, íîâûé âàðèàíò ñâåäåíèÿ ïðîáëå-
ìû ðàçðåøèìîñòè µ-Èñ÷èñëåíèÿ ê ïðîáëåìå
îòíîñèòåëüíîé òîòàëüíîñòè1, è èñïðàâëåííûé
àëãîðèòì ïðîâåðêè îòíîñèòåëüíîé òîòàëüíîñòè
íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ñõåì ßíîâà [13, 38]. Â
çàêëþ÷åíèè ñòàòüè ìû êðàòêî îáñóäèì íîâûé
âàðèàíò ñõåìíîãî ìåòîäà [20] äëÿ µ-Èñ÷èñëåíèÿ,

1âìåñòî ïðîáëåìû îáîáù¼ííîé îòíîñèòåëüíîé òîòàëü-
íîñòè èç [18]

îñíîâàííûé íà ìåòîäå âåðèôèêàöèè ñïåöè-
àëüíîé ôîðìóëû µ-Èñ÷èñëåíèÿ â êîíå÷íûõ
ìîäåëÿõ, çàäàííûõ áëîê-ñõåìàìè íåäåòåðìèíè-
ðîâàííûõ ñõåì ßíîâà.

1.2 Ëîãè÷åñêîå ââåäåíèå

Äëÿ îäíîçíà÷íîãî ïîíèìàíèÿ íåêîòîðûõ îáùèõ
òåðìèíîâ íà÷í¼ì ñ îïðåäåëåíèÿ ñèíòàñèñà è ñå-
ìàíòèêè ïðîïîçèöèîíàëüíîé áóëåâñêîé ëîãèêè
BOOL.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü Con = {true, false}
� àëôàâèò ñèìâîëîâ áóëåâñêèõ êîíñòàíò, à
V ar � íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ íèì ñ÷åòíûé àëôà-
âèò ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ñèíòàê-
ñèñ BOOL ñîñòîèò èç ôîðìóë, êîòîðûå îïðå-
äåëÿþòñÿ ñòðóêòóðíîé èíäóêöèåé:

• Êîíñòàíòû èç Con è ïåðåìåííûå èç V ar
ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè.

• Ëþáàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ ôîð-
ìóë ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé: îòðèöàíèå (¬φ),
êîíúþíêöèÿ (φ ∧ ψ) è äåçúþíêöèÿ (φ ∨ ψ)
ôîðìóë φ è ψ ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè.

Â çàïèñè ôîðìóë BOOL ìû áóäåì îïóñêàòü ñà-
ìûå âíåøíèå ñêîáêè è òå ñêîáêè âíóòðè ôîðìóë,
êîòîðûå ìîæíî âîññòàíîâèòü, èñõîäÿ èç ñòàí-
äàðòíûõ ïðàâèë ïðèîðèòåòà: îòðèöàíèå èìååò
âûñøèé ïðèîðèòåò, çàòåì ñëåäóåò êîíúþíêöèÿ,
à äèçúþíêöèÿ èìååò íèçøèé ïðèîðèòåò. Íàïðè-
ìåð, ôîðìóëà

(
(¬p) ∨ (q ∧ true)

)
, ãäå p, q ∈ V ar,

çàïèñûâàåòñÿ êàê ¬p ∨ q ∧ true.
Äëÿ çàïèñè ôîðìóë BOOL è äðóãèõ ëîãèê,

ðàñøèðÿþùèõ BOOL, áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðî-
èçâîäíûå ñâÿçêè → äëÿ èìïëèêàöèè è ↔ äëÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìû ââîäèì èìïëèêàöèþ è ýê-
âèâàëåíòíîñòü êàê ìàêðîñû:

• (φ→ ψ) � ìàêðîñ äëÿ ((¬φ) ∨ ψ);

• (φ ↔ ψ) � ìàêðîñ äëÿ
(
(φ → ψ) ∧ (ψ → φ)

)
èëè (åñëè ïðîèçâåñòè îêîí÷àòåëüíóþ ìàêðî-

ïîäñòàíîâêó) äëÿ
((

(¬φ)∨ψ
)
∧
(
(¬ψ)∨φ

))
.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ìàêðîñû è îïóñêàòü ÷àñòü ñêîáîê, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî èìïëèêàöèÿ èìååò ìåíüøèé ïðèîðèòåò, ÷åì
äèçúþíêöèÿ, à ýêâèâàëåíòíîñòü � ìåíüøèé ïðè-
îðèòåò, ÷åì èìïëèêàöèÿ.
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Ñåìàíòèêà ôîðìóë ïðîïîçèöèîíàëüíîé áóëåâ-
ñêîé ëîãèêè îïðåäåëÿåòñÿ â òåðìèíàõ îöåíîê
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 2. Îöåíêà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
ïåðåìåííûõ � ýòî ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå
V : V ar → {0, 1}, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæ-
äîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé p ∈ V ar å¼
áóëåâñêîå çíà÷åíèå: V (p) ∈ {0, 1}. Ïðîèçâîëü-
íàÿ îöåíêà V ìîæåò áûòü ñòðóêòóðíîé èí-
äóêöèåé ðàñïðîñòðàíà íà âñå ôîðìóëû BOOL:
V (true) = 1, V (false) = 0, äëÿ îòðèöàíèÿ
V (¬φ) = 1 − V (φ), à äëÿ êîíúþíêöèè è äèçú-
þíêöèè � íà îñíîâàíèè ñòàíäàðòíûõ òàáëèö
èñòèííîñòè:

êîíúþíêöèÿ

V (φ) 0 1 0 1
V (ψ) 0 0 1 1

V (φ ∧ ψ) 0 0 0 1

äèçúþíêöèÿ

V (φ) 0 1 0 1
V (ψ) 0 0 1 1

V (φ ∨ ψ) 0 1 1 1

Ôîðìóëà φ íàçûâàåòñÿ

• âûïîëíèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îöåí-
êà V , ÷òî V (φ) = 1;

• (òîæäåñòâåííî) èñòèííîé, åñëè V (φ) = 1
äëÿ ëþáîé îöåíêè V .

Ïðèâåä¼ì òàêæå ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ îá-
ùåëîãè÷åñêèõ ïîíÿòèé. Èñ÷èñëåíèå � ýòî ôîð-
ìàëüíûé ÿçûê ñ ñèíòàêñè÷åñêè-óïðàâëÿåìîé ñè-
ñòåìîé âûâîäà; åñëè ýòà ñèñòåìà âûâîäà èìååò
àêñèîìû (ò.å. ïðàâèëà âûâîäà áåç ïîñûëîê), òî
äîêàçóåìûå ïðåäëîæåíèÿ (äàííîãî ÿçûêà) � ýòî
òå, êîòîðûå ìîæíî âûâåñòè èç àêñèîì. Ñèñòå-
ìà âûâîäà ñ àêñèîìàìè íàçûâàåòñÿ àêñèîìàòè÷å-
ñêîé ñèñòåìîé. Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìàëüíûé ÿçûê,
äëÿ ïðåäëîæåíèé êîòîðîãî îïðåäåëåíî ñåìàíòè-
÷åñêîå (ò.å. ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëåé) ïîíÿòèå
(òîæäåñòâåííîé) èñòèííîñòè,

• ðàçðåøèì, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì (ðå-
êóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ), ðåøàþùèé ïðîáëåìó
èñòèííîñòè äëÿ ïðåäëîæåíèé ýòîãî ÿçûêà;

• ïåðå÷èñëèì, ÷àñòè÷íî ðàçðåøèì èëè àêñèî-
ìàòåçèðóåì åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì (÷à-
ñòè÷íî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ), ïåðå÷èñëÿ-
þùèé â êàêîì-ëèáî ïîðÿäêå âñå èñòèííûå
ïðåäëîæåíèÿ ýòîãî ÿçûêà.

Ãîâîðÿò, ÷òî èñ÷èñëåíèå (â ÷àñòíîñòè, àêñèîìà-
òè÷åñêàÿ ñèñòåìà), äëÿ ïðåäëîæåíèé êîòîðîãî
îïðåäåëåíî ñåìàíòè÷åñêîå ïîíÿòèå èñòèííîñòè

• íåïðîòèâîðå÷èâî èëè ñîâìåñòíî
(consistent), åñëè ëþáîå äîêàçóåìîå ïðåäëî-
æåíèå âûïîëíèìî;

• êîððåêòíî (sound), åñëè âñÿêîå äîêàçóåìîå
ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèí-
íûì;

• ïîëíî (complete), åñëè âñÿêîå òîæäåñòâåí-
íî èñòèííîå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ äîêàçóå-
ìûì.

Ôîðìàëüíûé ÿçûê, äëÿ ïðåäëîæåíèé êîòîðî-
ãî îïðåäåëåíî ñåìàíòè÷åñêîå ïîíÿòèå èñòèííî-
ñòè, íàçûâàåòñÿ (ñèíòàêñè÷åñêè) àêñèîìàòèçè-
ðóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò êîððåêòíàÿ è ïîëíàÿ
àêñèîìàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà äëÿ èñòèííûõ ïðåäëî-
æåíèé ýòîãî ÿçûêà2.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòè ïîíÿòèÿ íà ïðèìåðå ëî-
ãèêè BOOL. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ôîðìàëü-
íîãî ÿçûêà ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë BOOL. Åñ-
ëè ýòîò ÿçûê ñíàáäèòü ïóñòîé ñèñòåìîé âûâî-
äà3, òî ïîëó÷èòñÿ ñîâìåñòíîå è êîððåêòíîå, íî
íå ïîëíîå èñ÷èñëåíèå. Åñëè æå ýòîò ÿçûê ñíàá-
äèòü ñèñòåìîé âûâîäà, ñîñòîÿùåé èç àêñèîì, çà-
äàííûõ îäíîé îáùåé ñõåìîé φ (ïîñòóëèðóþ-
ùåé âûâîäèìîñòü çà îäèí øàã ëþáîé ôîðìóëû),
òî ïîëó÷èòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîå, íåêîððåêòíîå, íî
ïîëíîå èñ÷èñëåíèå. Â êà÷åñòâå íåïðîòèâîðå÷è-
âîé, êîððåêòíîé è ïîëíîé ñèñòåìû âûâîäà äëÿ
BOOL ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ àêñèîìà-
òè÷åñêóþ ñèñòåìó:

φ,¬φ,Γ
φ,ψ,Γ
φ∨ψ,Γ

φ,Γ ψ,Γ
φ∧ψ,Γ

φ,Γ
¬¬φ,Γ

¬φ∨¬ψ,Γ
¬(φ∧ψ),Γ

¬φ∧¬ψ,Γ
¬(φ∨ψ),Γ

,

êîòîðàÿ àêñèîìàòèçèðóåò ëîãèêó BOOL. À
ðàçðåøèìîñòü ýòîé ëîãèêè ñ ýêñïîíåíöèàëü-
íîé âåðõíåé îöåíêîé ñëîæíîñòè exp(n) (ãäå
n � ðàçìåð çàïèñè âõîäíîé ôîðìóëû) ñëåäó-
åò èç îïðåäåëåíèÿ å¼ ñåìàíòèêè: äîñòàòî÷íî

2Êàê âèäíî èç ýòèõ îïðåäåëåíèé, åñòü íåêîòîðàÿ íåîä-
íîçíà÷íîñòü â óïîòðåáëåíèè òåðìèíà àêñèîìàòåçèðóå-

ìîñòü: îí ìîæåò îçíà÷àòü òîëüêî ïåðå÷èñëèìîñòü ìíî-
æåñòâà èñòèííûõ ïðåäëîæåíèé êàêèì-ëèáî àëãîðèòìîì,
à ìîæåò � ñóùåñòâîâàíèå êîððåêòíîé è ïîëíîé àêñèî-
ìàòèçàöèè, ò.å. ïåðå÷èñëèìîñòü ìíîæåñòâà ïîñðåäñòâîì
ëîãè÷åñêîãî âûâîäà.

3ò.å. íå èìåþùåé íè îäíîãî ïðàâèëà âûâîäà
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ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ âõîäíîé
ôîðìóëû4.

2. ÏÐÎÏÎÇÈÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ
ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ËÎÃÈÊÈ

2.1 Ýëåìåíòàðíàÿ Ïðîïîçèöèîíàëü-
íàÿ Äèíàìè÷åñêàÿ Ëîãèêà

Çíàêîìñòâî ñ ïðîïîçèöèîíàëüíûìè äèíàìè÷å-
ñêèìè ëîãèêàìè íà÷íåì ñ òàê íàçûâàåìîé Ýëå-
ìåíòàðíîé ÏÄË (Elementary PDL, EPDL) [31, 3],
å¼ ñèíòàêñèñà è ñåìàíòèêè5. Ñèíòàêñèñ EPDL
ðàñøèðÿåò ñèíòàêñèñ ïðîïîçèöèîíàëüíîé áóëåâ-
ñêîé ëîãèêè BOOL ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü Con è V ar � ýòî
àëôàâèò ñèìâîëîâ òå æå àëôàâèòû áóëåâñêèõ
êîíñòàíò è ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííû,
÷òî è â BOOL, à Act � íåïåðåñåêàþùèéñÿ ñ
íèìè (ñ÷åòíûé) àëôàâèò ïðîãðàììíûõ ïåðå-
ìåííûõ. Ñèíòàêñèñ EPDL ñîñòîèò èç ôîðìóë,
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðíîé èíäóêöèåé
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• Êîíñòàíòû èç Con è ïåðåìåííûå èç V ar
ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè.

• Ëþáàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ ôîð-
ìóë ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé.

• Äëÿ ëþáîé ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ Act
è ôîðìóëû φ ìîäàëüíûå êîíñòðóêöèè âîç-
ìîæíîñòè (〈a〉φ) è íåîáõîäèìîñòè ([a]φ)
ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ñèíòàêñèñ EPDL äîïóñêàåò
äîïîëíèòåëüíî ê ñèíòàêñèñó BOOL ìîäàëüíî-
ñòè âîçìîæíîñòè è íåîáõîäèìîñòè. Êàê îáû÷íî,

4Ìû çäåñü íå îáñóæäàåì íè ïðîáëåìó P vs. NP, íè
ïðàêòè÷íîñòü àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ òàáëèö èñòèííîñòè.

5Äëÿ ñïåöèàëèñòîâ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé è ôèëîñîôñêîé
ëîãèêå çàìåòèì, ÷òî EPDL � ýòî ïîëèìîäàëüíûé âàðèàíò
áàçîâîé ëîãèêè K [6, 39] ñ íåñêîëüêî îñîáåííûì ñèíòàê-
ñèñîì, à äëÿ ñïåöèàëèñòîâ ïî èñêóñòâåííîìó èíòåëëåê-
òó è ïðåäñòàâëåíèþ çíàíèé EPDL � áàçîâàÿ äèñêðèïöè-
îííàÿ ëîãèêà Attribute Language with Compliment ALC
[24, 41]; òîëüêî íîòàöèÿ (ò.å. ñèíòàêñèñ è òåðìèíîëîãèÿ)
ALC ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò EPDL è ïîëèìîäàëüíîãî âà-
ðèàíòà K.

äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ôîðìóë EPDL áóäåì îïóñ-
êàòü ñàìûå âíåøíèå ñêîáêè è òå ñêîáêè âíóò-
ðè ôîðìóë, êîòîðûå ìîæíî âîññòàíîâèòü, èñ-
õîäÿ èç ðàñøèðåííûõ ïðàâèë ïðèîðèòåòà: îò-
ðèöàíèå è ìîäàëüíîñòè èìåþò âûñøèé ïðèî-
ðèòåò, çàòåì ñëåäóåò êîíúþíêöèÿ, äèçúþíêöèÿ
èìååò íèçøèé ïðèîðèòåò6. Íàïðèìåð, ôîðìóëà((
¬([a]p)

)
∨
(
(〈b〉q)∧ true

))
, ãäå a, b ∈ Act è p, q ∈

V ar, äîëæíà áûòü çàïèñàíà êàê ¬[a]p∨〈b〉q∧true.
Ñåìàíòèêà ïðîãðàììíûõ ëîãèê îïðåäåëÿåòñÿ

â ìîäåëÿõ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè
ðàçìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ (labeled transition
systems, LTS) â êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ, òåðìè-
íîëîãè÷åñêèìè èíòåðïðåòàöèÿìè (terminological
interpretations) â èñêóññòâåííîì èíòåëëåêòå è
ïðåäñòàâëåíèè çíàíèé, è ñèñòåìàìè/ìîäåëÿìè
Êðèïêå (Kripke systems/structures) â ìàòåìàòè-
÷åñêîé è ôèëîñîôñêîé ëîãèêå. Ìû ðåçåðâèðóåì
â ðàìêàõ äàííîé ñòàòüè òåðìèí ìîäåëü, íî
èíîãäà áóäåì ãîâîðèòü î ñèñòåìàõ ðàçìå÷åííûõ
ïåðåõîäîâ è èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå LTS.

Îïðåäåëåíèå 4. Êàæäàÿ ìîäåëü M � ýòî
òðîéêà (D,R,E) ãäå

• îáëàñòü (èëè íîñèòåëü) D 6= ∅ � íåïóñòîå
ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé7;

• èíòåðïðåòàöèÿ R : Act → 2D×D � ýòî
ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé
ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ Act áèíàðíîå
îòíîøåíèå R(a) ⊆ D ×D;

• îçíà÷èâàíèå E : V ar → 2D � ôóíêöèÿ,
êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ïðîïîçèöè-
îíàëüíîé ïåðåìåííîé x ∈ V ar îäíîìåñòíûé
ïðåäèêàò (ò.å. ïîäìíîæåñòâî) E(x) ⊆ D.

ÅñëèM � ýòî ìîäåëü (D,R,E), òî îáëàñòü ìî-
äåëè D áóäåì îáîçíà÷àòü DM , èíòåðïðåòàöèþ
R � RM , à îçíà÷èâàíèå E � EM .

Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé ìîäåëè
M = (D,R,E) êàæäîå ñîñòîÿíèå s ∈ D ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îöåíêó ïðîïîçèöèîíàëüíûõ

6Åñëè èñïîëüçóþòñÿ ìàêðîñû äëÿ èìïëèêàöèè è ýê-
âèâàëåíòíîñòè, òî (êàê è â BOOL) îíè èìåþò ïðèîðèòåò
íèæå äèçúþíêöèè.

7Òåðìèí ïðèíÿò â êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ; â èñêóñ-
ñòâåííîì èíòåëëåêòå è ïðåäñòàâëåíèè çíàíèé èñïîëüçó-
þò òåðìèí îáúåêòû, à â ìàòåìàòè÷åñêîé è ôèëîñîôñêîé
ëîãèêå � ìèðû.
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ïåðåìåííûõ Vs : V ar → {0, 1}, îïðåäåëåííóþ ïî
ïðàâèëó

Vs(p) = åñëè s ∈ E(p) òî 1 èíà÷å 0

äëÿ ëþáîé p ∈ V ar.
Ñåìàíòèêà EPDL îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì

ðàñïðîñòðàíåíèÿ îçíà÷èâàíèÿ (çàäàííîãî ìîäå-
ëüþ äëÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ) íà âñå
ôîðìóëû EPDL (ñòðóêòóðíîé èíäóêöèåé ïî ïî-
ñòðîåíèþ ôîðìóë).

Îïðåäåëåíèå 5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìîäåëè
M = (D,R,E) èìååì

• M(true) = D, M(false) = ∅;

• M(x) = E(x) äëÿ ëþáîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé
ïåðåìåííîé x ∈ V ar;

• M(¬φ) = D \M(φ),
M(φ ∧ ψ) = M(φ) ∩M(ψ),
M(φ ∨ ψ) = M(φ) ∪M(ψ);

• M(〈a〉φ) = {s ∈ D :
∃t ∈ D((s, t) ∈ R(a) è t ∈M(φ))}

äëÿ ëþáîé ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ Act;

• M([a]φ) = {s ∈ D :
∀t ∈ D((s, t) ∈ R(a) âëå÷¼ò t ∈M(φ))}

äëÿ ëþáîé ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ Act.

Îòíîøåíèå âûïîëíèìîñòè |= � ýòî òð¼õìåñò-
íîå îòíîøåíèå ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, ìîäåëÿìè è
ôîðìóëàìè: s |=M φ, åñëè s ∈M(φ).

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü φ � ôîðìóëà EPDL.

• Ïóñòü M � ìîäåëü; åñëè M(φ) = DM , ãîâî-
ðÿò, ÷òî φ èñòèííà â M è ïèøóò |=M φ.

• Åñëè φ èñòèííà â ëþáîé ìîäåëè, òî ãîâî-
ðÿò, ÷òî φ (òîæäåñòâåííî) èñòèííà è ïè-
øóò |= φ.

• Ïóñòü M � ìîäåëü; åñëè ñóùåñòâóåò ñî-
ñòîÿíèå s ∈ DM , â êîòîðîì s |=M φ, òî
ãîâîðÿò ÷òî ôîðìóëà φ âûïîëíèìà â ìîäå-
ëè M .

• Åñëè φ âûïîëíèìà â êàêîé-ëèáî ìîäåëè, òî
ãîâîðÿò, ÷òî φ âûïîëíèìà.

2.2 Ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ Äèíàìè÷å-
ñêàÿ Ëîãèêà

Ñèíòàêñèñ PDL ðàñøèðÿåò ñèíòàêñèñ EPDL çà
ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ (ñòðóêòóðèðîâàííûõ íåäå-
òåðìèíèðîâàííûõ ñõåì) ïðîãðàìì ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü Con, V ar è Act �
ýòî òå æå àëôàâèòû ñèìâîëîâ áóëåâñêèõ êîí-
ñòàíò, ïðîïîçèöèîíàëüíûõ è ïðîãðàììíûõ ïå-
ðåìåííûõ, ÷òî è â EPDL. Ñèíòàêñèñ PDL ñî-
ñòîèò èç ôîðìóë è ïðîãðàìì, êîòîðûå îïðåäå-
ëÿþòñÿ âçàèìíîé ñòðóêòóðíîé èíäóêöèåé:

Ôîðìóëû:

• Êîíñòàíòû èç Con è ïåðåìåííûå èç
V ar ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè, ëþáàÿ ïðî-
ïîçèöèîíàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ ôîðìóë
ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé.

• Äëÿ ëþáîé PDL-ïðîãðàììû α è ôîðìó-
ëû φ ìîäàëüíûå êîíñòðóêöèè âîçìîæ-
íîñòè (〈α〉φ) è íåîáõîäèìîñòè ([α]φ)
ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè.

Ïðîãðàììû:

• Ëþáàÿ ïðîãðàììíàÿ ïåðåìåííàÿ a ∈
Act ÿâëÿåòñÿ (ýëåìåíòàðíîé) ïðîãðàì-
ìîé.

• Äëÿ ëþáîé PDL-ôîðìóëû φ òåñò φ?
ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììîé.

• Äëÿ ëþáûõ ïðîãðàìì α è β (ïîñëåäîâà-
òåëüíàÿ) êîìïîçèöèÿ (α;β), (íåäåòåð-
ìèíèðîâàííûé) âûáîð (α;β) è (íåäå-
òåðìèíèðîâàííàÿ) èòåðàöèÿ (α∗) ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðîãðàììàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ñèíòàêñèñ EPDL � ôðàãìåíò
ñèíòàêñèñà PDL, â êîòîðîì ìîæíî èñïîëüçîâàòü
òîëüêî ýëåìåíòàðíûå ïðîãðàììû. Äëÿ óäîáñòâà
çàïèñè ôîðìóë PDL ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òå
æå ïðàâèëà îïóñêàíèÿ ñêîáîê, ÷òî è äëÿ EPDL.
Êðîìå òîãî, äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ïðîãðàìì PDL
áóäåì îïóñêàòü ñàìûå âíåøíèå ñêîáêè è òå ñêîá-
êè âíóòðè ôîðìóë, êîòîðûå ìîæíî âîññòàíî-
âèòü, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ïðàâèë ïðèîðèòåòà:
òåñò è èòåðàöèÿ èìåþò âûñøèé ïðèîðèòåò, çà-
òåì ñëåäóåò êîìïîçèöèÿ, à âûáîð èìååò íèçøèé

ïðèîðèòåò. Íàïðèìåð, ïðîãðàììà
((

(p∨ q)?; a
)
∪
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b; (true?∗)

))
, ãäå a, b ∈ Act è p, q ∈ V ar, äîëæíà

áûòü çàïèñàíà êàê p ∨ q?; a ∪ b; true?∗ .
Êàê ñêàçàíî âûøå, ñåìàíòèêà ïðîãðàìì-

íûõ ëîãèê îïðåäåëÿåòñÿ â ìîäåëÿõ: ñåìàíòèêà
PDL-ôîðìóë îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ îçíà÷èâàíèÿ (çàäàííîãî ìîäåëüþ äëÿ
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ) ñòðóêòóðíîé
èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóë àíàëîãè÷íî
EPDL; ñåìàíòèêà PDL-ïðîãðàìì îïðåäåëÿåòñÿ
ïîñðåäñòâîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíòåðïðåòàöèè
(çàäàííîé ìîäåëüþ äëÿ ïðîãðàììíûõ ïåðåìåí-
íûõ) ñòðóêòóðíîé èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ
ïðîãðàìì. Èíà÷å ãîâîðÿ, èíòåðïðåòàöèÿ PDL-
ïðîãðàììû â ìîäåëè � ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå
âõîä-âûõîä íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé.

Îïðåäåëåíèå 8. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìîäåëè
M = (D,R,E) èìååì:

Îçíà÷èâàíèå ôîðìóë:

• àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ 5, M(true) =
D, M(false) = ∅, M(x) = E(x) äëÿ
ëþáîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé
x ∈ V ar,M(¬φ) = D\M(φ),M(φ∧ψ) =
M(φ)∩M(ψ), M(φ∨ψ) = M(φ)∪M(ψ);

• M(〈α〉φ) = {s ∈ D :
∃t ∈ D((s, t) ∈M(α) è t ∈M(φ))}

äëÿ ëþáîé PDL-ïðîãðàììû α;

• M([α]φ) = {s ∈ D :
∀t ∈ D((s, t) ∈M(α) âëå÷¼ò t ∈M(φ))}

äëÿ ëþáîé PDL-ïðîãðàììû α.

Èíòåðïðåòàöèÿ ïðîãðàìì:

• M(a) = R(a) äëÿ ëþáîé ïðîãðàììíîé
ïåðåìåííîé a ∈ Act;
• M(φ?) = {(s, s) ∈ D2 : s ∈ M(φ)} äëÿ
ëþáîé PDL-ôîðìóëû;

• M(α;β) = M(α) ◦M(β), ãäå `◦' � êîì-
ïîçèöèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé8;
M(α ∪ β) = M(α) ∪ M(β), ãäå `∪' â
ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà � òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííîå îáúåäèíåíèå áèíàðíûõ

8Ìû èñïîëüçóåì êîìïîçèöèþ ñëåâà íàïðàâî, ò.å. äëÿ
áèíàðíûõ îòíîøåíèé P è Q íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå
D èìååì P ◦ Q = {(d′, d′′) ∈ D2 : ñóùåñòâóåò d ∈
D, ÷òî (d′, d) ∈ P è (d, d′′) ∈ Q}. Íàïîìíèì, ÷òî êîìïîçè-
öèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé � àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ, ïî-
ýòîìó ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ òèïà P ◦Q◦S,
íå çàáîòÿñü î ðàññòàíîâêå ñêîáîê.

îòíîøåíèé;
M(α∗) = M(α)∗, ãäå `∗' â ïðàâîé ÷à-
ñòè ðàâåíñòâà � ðåôëåêñèâíîå è òðàí-
çèòèâíîå çàìûêàíèå áèíàðíîãî îòíî-
øåíèÿ9.

Îïðåäåëèì òàê íàçûâàåìóþ ñòðîãóþ Ïðî-
ïîçèöèîíàëüíóþ Äèíàìè÷åñêóþ Ëîãèêó (Strict
PDL, SPDL).

Îïðåäåëåíèå 9.

Ñèíòàêñèñ SPDL îòëè÷àåòñÿ îò ñèíòàê-
ñèñà PDL òîëüêî òåì, ÷òî â SPDL-
ïðîãðàììàõ âìåñòî íåäåòåðìèíèðîâàííûõ
âûáîðà è èòåðàöèè ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü òîëüêî äåòåðìèíèðîâàííûå âûáîð
if φ then α else β fi è öèêë while φ do α od,
ãäå φ � SPDL-ôîðìóëà, à α è β � SPDL-
ïðîãðàììû.

Ñåìàíòèêà SPDL â öåëîì àíàëîãè÷íà ñåìàí-
òèêå PDL, à äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ âûáî-
ðà è öèêëà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

• M(if φ then α else β fi) =
= {(s, t) ∈ D2 : åñëè s ∈M(φ)
òî (s, t) ∈M(α) èíà÷å (s, t) ∈M(α)},

• M(while φ do α od) =
= {(s, t) ∈ D2 : ñóùåñòâóåò n ≥ 0
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s0, . . . sn ∈ Dn

÷òî s = s0, t = sn, t 6∈M(φ),
è (sk, s(k+1)) ∈M(α), sk ∈M(φ)

äëÿ ëþáîãî k ∈ [0..(n− 1)]},

ãäå M = (D,R,E) � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü.

Äëÿ PDL è SPDL îòíîøåíèå âûïîëíèìîñòè |=,
âûïîëíèìîñòü è èñòèííîñòü â ìîäåëÿõ, òîæäå-
ñòâåííàÿ èñòèííîñòü îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî
EPDL. Îäíàêî äëÿ PDL (è å¼ âàðèàíòîâ) îïðå-
äåëÿåòñÿ åù¼ ÷åòûð¼õìåñòíîå îòíîøåíèå âõîä-
âûõîä ìåæäó ìîäåëÿìè, ïàðàìè ñîñòîÿíèé è
ïðîãðàììàìè: s〈α〉M t, åñëè (s, t) ∈M(α).

9Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ P íà íåêî-
òîðîì ìíîæåñòâå D ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå çàìû-
êàíèå P ∗ � ýòî íàèìåíüøåå (ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâ ⊆)
ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå, ñî-
äåðæàùåå P ; õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî P ∗ =

⋃
k≥0 P

k, ãäå

P 0 � ýòî òîæäåñòâåíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå (äèàãîíàëü
D) è P k = P ◦ · · · ◦ P︸ ︷︷ ︸

k−times

åñëè k > 0.
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2.3 Ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìóë è ïðî-
ãðàìì

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü ρ è τ � ïàðà îäíî-
òèïíûõ ñèíòàêñè÷åñêèõ îáúåêòîâ (íàïðèìåð,
ïàðà ôîðìóë èëè ïàðà ïðîãðàìì è òîìó ïî-
äîáíîå), à M � êëàññ ìîäåëåé äëÿ ýòèõ îáúåê-
òîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ρ è τ ýêâèâàëåíòíû
â ýòîì êëàññå M, åñëè M(φ) = M(ψ) äëÿ ëþáîé
ìîäåëè M èç ýòîãî êëàññà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå,
êîãäà M � êëàññ âñåõ ìîäåëåé äëÿ ρ è τ , ρ è
τ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Åñëè æå êëàññ
M ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ìîäåëè M , òî ãî-
âîðÿò, ÷òî ρ è τ ýêâèâàëåíòíû â ýòîé ìîäåëè.

Íàïðèìåð, äëÿ ëþáûõ ïðîïîçèöèîíàëüíîé è
ïðîãðàììíûõ ïåðåìåííûõ p ∈ V ar, a, b ∈ Act
ñëåäóþùèå ïðîãðàììû ýêâèâàëåíòíû:

• if p then a else b fi è (p?; a ∪ ¬p?; b);

• while p do a od è ((p?; a)∗;¬p?).

Èç ýòîãî íàáëþäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ SPDL-
ïðîãðàììà è SPDL-ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíû PDL-
ïðîãðàììå è, ñîîòâåòñòâåííî, PDL-ôîðìóëå. Áî-
ëåå òîãî, ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
â ðàìêàõ PDL êîíñòðóêöèè if − then− else− fi
è while− do− od êàê ìàêðîñû:

• if φ then α else β fi � ìàêðîñ äëÿ (φ?;α ∪
¬φ?;β);

• while φ do α od � ìàêðîñ äëÿ ((φ?;α)∗;¬φ?).

Ïðèâåä¼ì åù¼ íåñêîëüêî âàæíûõ è ïîëåçíûõ
ïðèìåðîâ ýêâèâàëåíòíûõ PDL-ïðîãðàìì.

• Íåäåòåðìèíèðîâàííûé âûáîð â âàðèàíòàõ
PDL êîììóòàòèâåí, ò.å.M(α∪β) = M(β∪α)
äëÿ ëþáûõ ïðîãðàìì α è β è ëþáîé ìîäåëè
M .

• Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ êîìïîçèöèÿ è íåäåòåðìè-
íèðîâàííûé âûáîð â âàðèàíòàõ PDL àññî-
öèàòèâíû, ò.å. M

(
(α;β); γ

)
= M

(
α; (β; γ)

)
è

M
(
(α∪ β)∪ γ

)
= M

(
α∪ (β ∪ γ)

)
äëÿ ëþáûõ

ïðîãðàìì α, β è γ è ëþáîé ìîäåëè M .

Èç ýòèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé (èç àññîöèàòèâíîñòè)
ñëåäóåò, ÷òî ìû ìîæåì îïóñêàòü ñêîáêè â ïðî-
ãðàììàõ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç íåñêîëüêèõ

ïîäïðîãðàìì â ðåçóëüòàòå (òîëüêî) ïîñëåäîâà-
òåëüíîé êîìïîçèöèè èëè (òîëüêî) íåäåòåðìèíè-
ðîâàííîãî âûáîðà; áîëåå òîãî (â ñèëó êîììóòà-
òèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè), ìû ìîæåì èñïîëü-
çîâàòü âûðàæåíèÿ òèïà

⋃
γ∈Γ γ, ãäå Γ � êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî ïðîãðàìì.

Îïðåäåëåíèå 11. Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà íàõî-
äèòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå, åñëè âñå ñëó÷àè îï-
òðèöàíèÿ â ýòîé ôîðìóëå íàõîäÿòñÿ íà óðîâíå
ëèòåðàëîâ (ò.å. ¬ â ýòîé ôîðìóëå ïðèìåíÿåòñÿ
òîëüêî ê ïðîïîçèöèîíàëüíûì ïåðåìåííûì).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èç-
âåñòíûì îáîáùåíèåì çàêîíîâ äå Ìîðãàíà äëÿ
ìîäàëüíûõ ëîãèê è ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü ëþ-
áóþ ôîðìóëó ëþáîãî èç âàðèàíòîâ ïðîïîçèöèî-
íàëüíîé äèíàìè÷åñêîé ëîãèêè ê ýêâèâàëåíòíîé
íîðìàëüíîé ôîðìóëå òîãî æå âàðèàíòà ïðîïîçè-
öèîíàëüíîé äèíàìè÷åñêîé ëîãèêè çà êâàäðàòè÷-
íîå âðåìÿ, íî íà ëèíåéíîé ïàìÿòè.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîé ïðîãðàììû α è
ïðîèçâîëüíûõ ôîðìóë φ è ψ ïðîïîçèöèîíàëüíîé
äèíàìè÷åñêîé ëîãèêè EPDL, PDL èëè SPDL ïà-
ðû ôîðìóë èç ñëåäóþùåé òàáëèöû ýêâèâàëåíò-
íû â ëþáîì êëàññå ìîäåëåé:

¬¬φ è φ
¬(φ ∧ ψ) è ¬φ ∨ ¬ψ ¬(φ ∨ ψ) è ¬φ ∧ ¬ψ
¬〈α〉ψ è [α]¬ψ ¬[α]ψ è 〈α〉¬ψ

2.4 Äåòåðìèíèðîâàííûå, êîíå÷íûå è
ýðáðàíîâû ìîäåëè

Îïðåäåëåíèå 12. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü
� ýòî òàêàÿ ìîäåëü M = (D,R,E), â êîòîðîé
âñÿêàÿ ïðîãðàììíàÿ ïåðåìåííàÿ a ∈ Act èíòåð-
ïðåòèðóåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè R(a) : D → D;
òîòàëüíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü � ýòî
äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé èíòåð-
ïðåòàöèÿ âñÿêîé ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé �
ãðàôèê òîòàëüíîé (âñþäó îïðåäåëåííîé) íà D
ôóíêöèè. Äëÿ ëþáîé ëîãèêè L (íàïðèìåð, EPDL,
PDL, SPDL) å¼ âàðèàíò ñ òåì æå ñèíòàêñèñîì,
÷òî è ñàìà ëîãèêà, íî ñ ñåìàíòèêîé, â êîòîðîé
èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî (òîòàëüíûå) äåòåðìèíè-
ðîâàííûå ìîäåëè, áóäåò íàçûâàòüñÿ (òîòàëü-
íûì) äåòåðìèíèðîâàííûì âàðèàíòîì ëîãèêè L
è îáîçíà÷àòüñÿ DL (TL ñîîòâåñòâåííî), íàïðè-
ìåð: DEPDL, DPDL è TSPDL.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ No âåðñèè 2 Ðàáî÷èé ïîëíûé âàðèàíò
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Çàìåòèì, ÷òî â óòâåðæäåíèè 1 èä¼ò ðå÷ü îá
ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìóë â ëþáîì êëàññå ìîäå-
ëåé; ñëåäîâàòåëüíî, ýòî óòâåðæäåíèå îñòà¼òñÿ â
ñèëå è äëÿ (òîòàëüíûõ) äåòåðìèíèðîâàííûõ âà-
ðèàíòîâ DEPDL, DPDL, DSPDL, TEPDL, TPDL,
TSPDL. Íî äëÿ TEPDL èìååò ìåñòî åùå îäíà
âàæíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü: äëÿ ëþáîé ïðîãðàìì-
íîé ïåðåìåííîé a ∈ Act è ïðîèçâîëüíîé TEPDL-
ôîðìóëû φ ôîðìóëû [a]φ è 〈a〉φ ýêâèâàëåíòíû.
Ïîýòîìó äëÿ TEPDL óòâåðæäåíèå 1 âëå÷¼ò, ÷òî
êàæäàÿ TEPDL-ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà íåêîòî-
ðîé íîðìàëüíîé ôîðìóëå áåç ìîäàëüíîñòè íåîá-
õîäèìîñòè [. . . ], êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà
çà êâàäðàòè÷íîå âðåìÿ íà ëèíåéíîé ïàìÿòè.

Îïðåäåëåíèå 13. Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëû (âîç-
ìîæíî, ðàçíûõ ëîãèê) ðàâíîèñòèííû, åñëè âñå
îíè îäíîâðåìåííî (ò.å. êàæäàÿ) òîæäåñòâåí-
íî èñòèííû (êàæäàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîåé
ñåìàíòèêîé) èëè îäíîâðåìåííî âñå íå ÿâëÿþò-
ñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííûìè. Àíàëîãè÷íî: ãî-
âîðÿò, ÷òî ôîðìóëû ðàâíîâûïîëíèìû, åñëè âñå
îíè îäíîâðåìåííî âûïîëíèìû èëè îäíîâðåìåííî
âñå íå ÿâëÿþòñÿ âûïîëíèìûìè.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áûëî âïåðâûå äîêà-
çàíî â [13, 38].

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü φ � ïðîèçâîëüíàÿ
ôèêñèðîâàííàÿ PDL-ôîðìóëà. Äëÿ êàæäîé
ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ Act, êîòîðàÿ
âñòðå÷àåòñÿ â φ, ïóñòü fa è ga � íîâûå10

ïðîãðàììíûå ïåðåìåííûå, à pa � íîâàÿ ïðîïî-
çèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ (èíäèâèäóàëüíûå äëÿ
êàæäîãî a). Ïóñòü ôîðìóëà totdet(φ) ïîëó÷à-
åòñÿ â ðåçóëüòàòå çàìåíû â φ âñåõ âõîæäåíèé
êàæäîé ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ Act íà
ïðîãðàììó (f∗a ; pa?; ga); òîãäà èìååì: ôîðìóëà
φ ðàâíîèñòèííà/ðàâíîâûïîëíèìà ñ ôîðìóëîé
totdet(φ) òîòàëüíîé äåòåðìèíèðîâàííîé PDL
(ò.å. TPDL).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíû ïðîèçâîëüíûå
�íà÷àëüíûå� ôîðìóëà φ, ìîäåëü M = (D,R,E)
è ñîñòîÿíèå s ∈ D.
Ñíà÷àëà ïîñòðîèì êîíå÷íóþ ìîäåëü M ′, ñî-

äåðæàùóþ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, òàêóþ, ÷òî s ∈
M(φ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s ∈ M ′(φ).

10Çäåñü è äàëåå â ýòîé ñòàòüå òåðìèí �íîâûå� îçíà÷àåò
�íå èñïîëüçîâàííûå äî ñèõ ïîð è ïîïàðíî ðàçëè÷íûå�.

Ïóñòü OBL � ñïåöèàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ11 äëÿ
õðàíåíèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ïàð âèäà (ñîñòî-
ÿíèå, ôîðìóëà); èíèöèàëèçèðóåì å¼ êàê {(s, φ)}.
Òåïåðü, ïîêà çíà÷åíèå ïåðåìåííîé OBL � íåïó-
ñòîå ìíîæåñòâî, âûïîëíÿåì ñëåäóþùèé öèêë:

• ïóñòü (t, ψ) � ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà èç OBL;
óäàëèì ýòó ïàðó èç OBL, ò.å. âûïîëíèì ïðè-
ñâàèâàíèå OBL := OBL \ {(t, ψ)};

• åñëè ψ íå ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé BOOL, òî:

� åñëè ψ � ôîðìóëà âèäà ¬ξ, òî äîáàâ-
ëÿåì ê OBL ïàðó (t, ξ), ò.å. âûïîëíèì
ïðèñâàèâàíèå OBL := OBL ∪ {(t, ξ)};

� åñëè ψ � ôîðìóëà âèäà ξ ∧ χ èëè
ξ ∨ χ, òî äîáàâëÿåì ê OBL äâå ïàðû
(t, ξ) è (t, χ), ò.å. âûïîëíèì ïðèñâàèâà-
íèå OBL := OBL ∪ {(t, ξ), (t, χ)};

� åñëè ψ � ôîðìóëà âèäà 〈α〉ξ èëè [α]ξ è
t |=M ψ, òî ïóñòü (t . . . v) � ïðîèçâîëü-
íàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ òðàññà12 α âM òà-
êàÿ, ÷òî v |=M ξ; äîáàâèì â OBL ïàðó
(v, ξ) è âñå ïàðû (u, χ) òàêèå, ÷òî ñîñòî-
ÿíèå u âñòðå÷àåòñÿ â òðàññå (t . . . v), χ?
� òåñò èç ïðîãðàììû α, è â ñîñòîÿíèè
u ïðîâåðÿëñÿ òåñò χ;

� åñëè ψ � ýòî ôîðìóëà âèäà 〈α〉ξ èëè
[α]ξ è t 6|=M ψ, òî ïóñòü (t . . . v) � ïðîèç-
âîëüíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ òðàññà α â M
òàêàÿ, ÷òî v 6|=M ξ; äîáàâèì â OBL ïà-
ðó (v, ξ) è âñå ïàðû (u, χ) òàêèå, ÷òî ñî-
ñòîÿíèå u âñòðå÷àåòñÿ â òðàññå (t . . . v),
χ? � òåñò èç ïðîãðàììû α, è â ñîñòîÿ-
íèè u ïðîâåðÿëñÿ òåñò χ.

Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì ðàáîòàåò êîíå÷íîå
âðåìÿ, òàê êàê êàæäûé ðàç âî âðåìÿ öèêëà
ìû óáèðàåì èç ìíîæåñòâà OBL îäíó ïàðó

11Àááðèâèàòóðà OBL îò àíãëèéñêîãî OBLigations.
12 Ìû íå îïðåäåëÿëè ýòî ïîíÿòèå ôîðìàëüíî, íî èíòó-

èòèâíî îíî ñîâåðøåííî ÿñíî: ýòî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé, êîòîðóþ �ïðîøëà� ïðîãðàììà
ïðè å¼ íåêîòîðîì (â ñèëó íåäåòåðìèíèçìà) èñïîëíåíèè îò
íà÷àëà äî êîíöà. Ôîðìàëüíî òðàññû äëÿ íåäåòåðìèíèðî-
âàííûõ ñõåì ßíîâà îïðåäåëÿþòñÿ â òîòàëüíûõ äåòåðìè-
íèðîâàííûõ ìîäåëÿõ äàëåå â ÷àñòè 3, è, åñëè âñïîìíèòü,
÷òî PDL-ïðîãðàììû � ýòî ñòðóêòóðèðîâàííûå íåäåòåð-
ìèíèðîâàííûå ñõåìû (ñì. íà÷àëî ðàçäåëà 2.2), òî îïðå-
äåëåíèå òðàññû ìîæåò áûòü ëåãêî ïåðåíåñåíî íà PDL-
ïðîãðàììû â ïðîèçâîëüíûõ ìîäåëÿõ.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ No âåðñèè 2 Ðàáî÷èé ïîëíûé âàðèàíò
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(ñîñòîÿíèå, ôîðìóëà) è (âîçìîæíî) ïîìåùàåì
íîâûå ïàðû, íî ñ áîëåå ïðîñòûìè ôîðìóëà-
ìè. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, êîòîðûå
ïîÿâëÿëèñü âî âðåìÿ ðàáîòû ýòîãî àëãîðèò-
ìà, êîíå÷íî. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî D′.
Îáîçíà÷èì R′ ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ:
R′(a) = {(t, u) ∈ (D′)2 : (t, u) ∈ R(a)} äëÿ
ëþáîé ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ Act.
Îáîçíà÷èì E′ ñëåäóþùåå îçíà÷èâàíèå:
E′(p) = {t ∈ D′ : t ∈ E(p)} äëÿ ëþáîé
ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé p ∈ V ar. È,
íàêîíåö, îáîçíà÷èì M ′ ìîäåëü (D′, R′, E′).
Î÷åâèäíî (ìîæåò áûòü äîêàçàíî èíäóêöèåé ïî
ñòðóêòóðå ôîðìóë), ÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ψ,
äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ t ∈ D′, åñëè ïàðà (t, ψ)
âîçíèêàëà âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà,
òî t ∈ M(ψ) ⇔ t ∈ M ′(ψ). Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿ è ôîðìóëû èìååì
s ∈M(φ) ⇔ s ∈M ′(φ).

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ
(íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíóþ) äðåâîâèäíóþ ìîäåëü M ′′

ñîäåðæàùóþ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå s, ÷òî s ∈
M ′(φ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s ∈ M ′′(φ).
(Çäåñü ïîä äðåâîâèäíîé ìîäåëüþ ïîíèìàåòñÿ
ëþáàÿ ìîäåëü (D′′, R′′, E′′), â êîòîðîé ìíîæåñòâî
âåðøèí D′′ âìåñòå ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð {R′′(a) :
a ∈ Act âñòðå÷àåòñÿ â φ} îáðàçóþò îðèåíòèðî-
âàííîå äåðåâî; òàêèì îáðàçîì, äðåâîâèäíóþ ìî-
äåëü ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê îðèåíòèðîâàííîå
äåðåâî, âåðøèíû êîòîðîãî ïîìå÷åíû ïðîïîçèöè-
îíàëüíûìè ïåðåìåííûìè èç φ â ñîîòâåòñòâèè ñ
îçíà÷èâàíèåì ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ,
à ðåáðà � ïðîãðàììíûìè ïåðåìåííûìè èç φ,
â ñîîòâåòñòâèè ñ èíòåðïðåòàöèåé ýòèõ ïåðåìåí-
íûõ.) Äëÿ ýòîãî ïðèçâåä¼ì �ðàçâ¼ðòêó� êîíå÷íîé
ìîäåëè M ′ â (âîçìîæíî) áåñêîíå÷íîå äåðåâî ïó-
ò¼ì áåñêîíå÷íîãî îáõîäà ìîäåëè êàê ðàçìå÷åííî-
ãî ãðàôà â øèðèíó, íà÷èíàÿ ñ íà÷àëüíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ s, ñ ñîõðàíåíèåì ïîìåòîê âåðøèí è ðåáåð.
Â ðåçóëüòàòå ðàçâ¼ðòêè êîíå÷íîãî ãðàôà ìîäåëè
M ′ ïîëó÷àåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíàÿ äðåâîâèäíàÿ
ìîäåëü M ′′, êîðåíü êîòîðîé � íà÷àëüíîå ñîñòîÿ-
íèå s. Î÷åâèäíî (ìîæåò áûòü äîêàçàíî èíäóêöè-
åé ïî ñòðóêòóðå ôîðìóë), ÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìó-
ëû ψ, äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ t ∈ D′ è ëþáîé êî-
ïèè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ t′′ ∈ D′′ èìååì t ∈M(ψ) ⇔
t′′ ∈ M ′′(ψ). Òàê, äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è
ôîðìóëû èìååì s ∈M ′(φ) ⇔ s ∈M ′′(φ).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íà÷àëüíàÿ ìîäåëü M áû-

Ðèñ. 1.

ëà äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëüþ, òî è êîíå÷íàÿ
ìîäåëü M ′, è äðåâîâèäíàÿ ìîäåëü M ′′ áóäóò äå-
òåðìèíèðîâàííûìè. Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà íà-
÷àëüíàÿ ìîäåëü íå áûëà äåòåðìèíèðîâàííîé,M ′

è (ñëåäîâàòåëüíî)M ′′ ìîãóò íå áûòü äåòåðìèíè-
ðîâàííûìè. Íî ìû ìîæåì �òðàíñôîðìèðîâàòü�
íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíóþ äðåâîâèäíóþ ìîäåëü M ′′

äëÿ φ â (íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíóþ) äðåâîâèäíóþ
òîòàëüíóþ äåòåðìèíèðîâàííóþ ìîäåëü M ′′′ äëÿ
totdet(φ).

Äëÿ ýòîãî ïðîìîäåëèðóåì èíòåðïðåòàöèþ
êàæäîé ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ Act,
ïîäîáðàâ òîòàëüíóþ äåòåðìèíèðîâàííóþ èí-
òåðïðåòàöèþ ïðîãðàììíûõ ïåðåìåííûõ fa è ga
è îçíà÷èâàíèå ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé
pa òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà Ðèñ. 1: äëÿ ëþáîãî
ñîñòîÿíèÿ (âåðøèíû äåðåâà) t

• äîáàâèì â äåðåâî ñ÷¼òíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âñïîìîãàòåëüíûõ âåðøèí t1, t2, . . . ,

• èíòåðïðåòèðóåì fa êàê ïåðå÷èñëåíèå ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ t0 = t,

• îçíà÷èì pa èñòèíîé òîëüêî íà ïðåôèêñå,
äëèíà êîòîðîãî ðàâíà ÷èñëó a-íàñëåäíèêîâ
t,

• èíòåðïðåòèðóåì ga êàê ïåðåõîä îò tk (k >
0) ê k-îìó ïî ñ÷¼òó a-íàñëåäíèêó t (èëè
ôèêòèâíîìó ñîñòîÿíèþ, åñëè a-íàñëåäíèêîâ
ìåíüøå k).

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ (íå áîëåå ÷åì ñ÷¼ò-
íàÿ) òîòàëüíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ äðåâîâèäíàÿ
ìîäåëü M ′′′ = (D′′′, R′′′, E′′′). È ñíîâà î÷åâèäíî
(ìîæåò áûòü äîêàçàíî èíäóêöèåé ïî ñòðóêòóðå
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ôîðìóë), ÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ψ, äëÿ ëþáî-
ãî ñîñòîÿíèÿ t ∈ D′′ èìååì t ∈ M(ψ) ⇔ t ∈
M ′′′(totdet(ψ)). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íà÷àëüíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ è ôîðìóëû èìååì s ∈ M ′′(φ) ⇔ s ∈
M ′′′(totdet(φ)). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 2 î÷åâèäíûì îáðàçîì âëå÷åò

Ñëåäñòâèå 1. Êàæäàÿ PDL-ôîðìóëà ðàâíîè-
ñòèííà/âûïîëíèìà ñ TPDL-ôîðìóëîé, êîòîðóþ
ìîæíî ïîñòðîèòü çà ëèíåéíîå âðåìÿ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè äëÿ EPDL,
PDL, SPDL, DEPDL, DPDL, DSPDL ñâîäèòñÿ ê
ïðîáëåìå ðàçðåøèìîñòè äëÿ TPDL, ïðè÷¼ì äëÿ
EPDL, PDL, DEPDL è DPDL � çà ëèíåéíîå âðå-
ìÿ.

Ïðèâåä¼ííîå ñëåäñòâèå ïðèãîäèòñÿ íàì â ñëå-
äóþùåé ÷àñòè ñòàòüè. Íî ïåðâàÿ ÷àñòü äîêàçà-
òåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2 èìååò áîëåå âàæíîå

Ñëåäñòâèå 2. Âñÿêàÿ ôîðìóëà EPDL, PDL,
SPDL è èõ äåòåðìèíèðîâàííûõ âàðèàíòîâ
DEPDL, DPDL è DSPDL âûïîëíèìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà âûïîëíèìà â íåêîòîðîé
êîíå÷íîé ìîäåëè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà
âûïîëíèìûõ ôîðìóë EPDL, PDL, SPDL è èõ
äåòåðìèíèðîâàííûõ âàðèàíòîâ DEPDL, DPDL
è DSPDL ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìû.

Ñâîéñòâî ëîãèêè, êîãäà âûïîëíèìàÿ ôîðìóëà
îáÿçàòåëüíî èìååò êîíå÷íóþ ìîäåëü, íàçûâàåò-
ñÿ ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòüþ èëè ñâîé-
ñòâîì êîíå÷íîé ìîäåëè (�nite model property).
Ñëåäñòâèå 2 î ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè

ëîãèê EPDL, PDL, SPDL, DPDL è DSPDL äîêà-
çûâàåò òîëüêî ÷àñòè÷íóþ ðàçðåøèìîñòü (ò.å. ðå-
êóðñèâíóþ ïåðå÷èñëèìîñòü), à íå ðàçðåøèìîñòü
ìíîæåñòâà âûïîëíèìûõ ôîðìóë ýòèõ ëîãèê. Èñ-
òîðè÷åñêè ïåðâîé ðàáîòîé, óñòàíîâèâøåé ðàçðå-
øèìîñòü PDL (è, ñëåäîâàòåëüíî, EPDL è SPDL)
áûëà ñòàòüÿ [10]; ìåòîä, êîòîðûé èñïîëüçîâàë-
ñÿ â öèòèðóåìîé ðàáîòå, áûë õîðîøî èçâåñòåí â
íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèêàõ êàê ôèëüòðàöèÿ [6, 39].
Áîëåå òîíêîå èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ôèëüòðàöèè
ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü ðàçðåøèìîñòü DPDL â ðà-
áîòå [26], à ïîòîì ïîâòîðèòü äîêàçàòåëüñòâî â ðà-
áîòå [2].

Îïðåäåëåíèå 14. Ýðáðàíîâà ìîäåëü13 � ýòî
òàêàÿ äðåâîâèäíàÿ ìîäåëü (D,R,E), â êîòîðîé

13Òåðìèí ïðåèìóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ â àíãëîÿçû÷-

îáëàñòü D � ýòî ìíîæåñòâî Act∗ âñåõ êîíå÷-
íûõ ñëîâ â àëôàâèòå Act (âêëþ÷àÿ ïóñòîå ñëîâî,
êîòîðîå â ýòîé ñòàòüå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
θ), à èíòåðïðåòàöèÿ R � ñèíòàêñè÷åñêàÿ èí-
òåðïðåòàöèÿ Synt îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: Synt(a)(w) = wa äëÿ ëþáîé ïðîãðàììíîé
ïåðåìåííîé a ∈ Act è ëþáîãî ñëîâà w ∈ Act∗.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ ýðáðàíîâà ìîäåëü ÿâ-
ëÿåòñÿ òîòàëüíîé è äåòåðìèíèðîâàííîé. Òåïåðü,
åù¼ ðàç ïðîàíàëèçèðîâàâ äîêàçàòåëüñòâî óòâåð-
æäåíèÿ 2, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü φ � ïðîèçâîëüíàÿ
ôèêñèðîâàííàÿ ôîðìóëà EPDL, PDL, SPDL
èëè èõ äåòåðìèíèðîâàííûõ âàðèàíòîâ DEPDL,
DPDL è DSPDL. Îíà òîæäåñòâåííî èñòèííà
(âûïîëíèìà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
totdet(φ) âûïîëíèìà íà ïóñòîì ñëîâå θ â ëþ-
áîé (ñîîòâåòñòâåííî íåêîòîðîé) ýðáðàíîâîé
ìîäåëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî â ìîäåëè M ′′′ ïå-
ðåèìåíîâàòü êàæäóþ âåðøèíó äåðåâà òàê, ÷òî
âìåñòî êîïèè ñîñòîÿíèÿ (çàèìñòâîâàííîãî èç ìî-
äåëè M) èìåíîâàòü ýòó âåðøèíó ïî ïóòè â äåðå-
âå îò êîðíÿ s. Ïðè òàêîì ïåðåèìåíîâàíèè äåðåâî
ïðåâðàòèòñÿ â ýðáðàíîâó ìîäåëü, êîðåíü êîòîðî-
ãî � ïóñòîå ñëîâî θ.

3. ÍÅÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÑÕÅÌÛ
ßÍÎÂÀ

3.1 Îïðåäåëåíèÿ

Ñõåìû ßíîâà [45, 46, 32] � êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü
ïðîãðàìì, äëÿ êîòîðîé ðàçðåøèìû ìíîãèå âàæ-
íûå äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâà, êàê-òî (ôóíêöèîíàëü-
íàÿ) ýêâèâàëåíòíîñòü, ïóñòîòà (òîòàëüíàÿ çàöèê-
ëèâàåìîñòü), òîòàëüíîñòü (îñòàíîâêà âî âñåõ ìî-
äåëÿõ) [33, 35]. Ñàì òåðìèí ñõåìû ßíîâà áûë
ââåä¼í â îáðàùåíèå â ðàáîòå [32] À.Ï. Åðøîâûì
[40, 14]; â ýòîé æå ðàáîòå [32] À.Ï. Åðøîâ òàê-
æå ïðåäëîæèë ãðàôè÷åñêóþ íîòàöèþ äëÿ ñõåì
ßíîâà â ñòèëå áëîê-ñõåì è ïîëíóþ è êîððåêòíóþ
ãðàôè÷åñêóþ àêñèîìàòèêó äëÿ ôóíêöèîíàëüíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì ßíîâà [33, 14].

íîé ëèòåðàòóðå (Herbrand model), â ëèòåðàòóðå ïî ìàòå-
ìàòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ëîãèêå [13, 18]. Â ðóññêîÿçû÷-
íîé ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè ñõåì ïðîãðàìì àíàëîãîì ÿâëÿ-
åòñÿ ñâîáîäíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ [38, 35].
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Çàìåòèì, ÷òî ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå è
àêñèîìàòèçàöèÿ êëàññè÷åñêèõ ñõåì ßíîâà è
ïðîáëåìû ôóíêöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè
÷ðåçâû÷àéíî íàãëÿäíà è èíòóèòèâíî ïîíÿòíà
äëÿ ÷åëîâåêà. Îäíàêî áîëåå ìîùíûå ðåçóëüòàòû
äëÿ ôóíêöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì
ïðîãðàìì, îáîáùàþùèõ êëàññè÷åñêèå ñõåìû
ßíîâà, áûëè ïîëó÷åíû íà ïóòè àëãåáðàè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèè ýòèõ îáîáùåííûõ ñõåì è ñâåäå-
íèÿ ïðîáëåìû ýêâèâàëåíòíîñòè ê èçâåñòíûì
òåîðåòèêî-ãðóïïîâûì ïðîáëåìàì [30].
Íåäåòåðìèíèðîâàííûå ñõåìû ßíîâà, ïî-

âèäèìîìó, ïðåäëàãàëèñü ðàçíûìè àâòîðàìè, íî
íàì èçâåñòíî òîëüêî î âàðèàíòå, ïðåäëîæåííîì
â [13, 38] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè
EPDL, PDL, SPDL è èõ äåòåðìèíèðîâàííûõ
âàðèàíòîâ DEPDL, DPDL, DSPDL; çàòåì â
ðàáîòàõ [18, 44, 20] íåäåòåðìèíèðîâàííûå ñõåìû
ßíîâà áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ðàçðåøèìîñòè µ-Èñ÷èñëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 15. Áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷å-
ñòâå ìåòîê íàòóðàëüíûå ÷èñëà (âêëþ÷àÿ 0) â
êàêîé-ëèáî ôèêñèðîâàííîé íîòàöèè14. Ïðèñâàè-
âàíèå (èëè ïîìå÷åííûé îïåðàòîð ïðèñâàèâàíèÿ)
� ýòî ïðîèçâîëüíîå âûðàæåíèå âèäà �l : f goto
L�, ãäå l � ýòî ìåòêà (äàííîãî îïåðàòîðà), f
� ïðîãðàììíàÿ ïåðåìåííàÿ (íàçûâàåìàÿ ïðåîá-
ðàçîâàòåëåì ýòîãî îïåðàòîðà), à L � ïðîèç-
âîëüíîå êîíå÷íîå (âîçìîæíî ïóñòîå) ìíîæå-
ñòâî ìåòîê15. Âûáîð (èëè ïîìå÷åííûé óñëîâ-
íûé îïåðàòîð) � ýòî ïðîèçâîëüíîå âûðàæåíèå
âèäà �l : if p then L+ else L−�, ãäå l � ìåò-
êà (äàííîãî îïåðàòîðà), p � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ
ïåðåìåííàÿ (íàçûâàåìàÿ óñëîâèåì ýòîãî îïåðà-
òîðà), à L+ è L− � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ìå-
òîê (êàæäîå ìîæåò áûòü ïóñòûì). Íåäåòåð-
ìèíèðîâàííàÿ ñõåìà ßíîâà � ýòî ïðèçâîëüíîå
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (ïîìå÷åííûõ) îïåðàòîðîâ.

Êàê âèäíî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, ëþáàÿ ìåò-
êà ìîæåò ìåòèòü ñðàçó íåñêîëüêî îïåðàòîðîâ
â íåäåòåðìèíèðîâàííîé ñõåìå ßíîâà. Êëàññè÷å-
ñêèå ñõåìû ßíîâà ìîæíî âûäåëèòü, íàëîæèâ
ñëåäóþùèå ñèíòàêñè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ:

14Â ñòàòüå, ðàçóìååòñÿ, èñïîëüçóåòñÿ äåñÿòè÷íàÿ çà-
ïèñü àðàáñêèìè öèôðàìè.

15Â ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
íîòàöèÿ: ∅ îáîçíà÷àåò ïóñòîå ìíîæåñòâî, à íåïóñòîå êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî çàäà¼òñÿ ïåðå÷èñëåíèåì åãî ýëåìåíòîâ
÷åðåç çàïÿòóþ â ñêîáêàõ `{' è `}'.

• ëþáàÿ ìåòêà ìîæåò ìåòèòü íå áîëåå îäíîãî
îïåðàòîðà â ñõåìå;

• âñå ìíîæåñòâà L, L+ è L− â ëþáîì èç îïå-
ðàòîðîâ ñõåìû ÿâëÿþòñÿ îäíîýëåìåíòíûìè.

Â äàííîé ñòàòüå äëÿ êðàòêîñòè ìû ðåçåðâèðó-
åì òåðìèí ñõåìà ßíîâà (èëè ïðîñòî ñõåìà) çà
íåäåòåðìèíèðîâàííûìè ñõåìàìè ßíîâà, à â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà áóäåì ãîâîðèòü î êëàññè÷åñêèõ
ñõåìàõ ßíîâà, áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí êëàñ-
ñè÷åñêàÿ ñõåìà (ßíîâà). Íåäåòåðìèíèðîâàííûå
ñõåìû ßíîâà (âñëåä çà êëàññè÷åñêèìè [32]) óäîá-
íî ìûñëèòü â òåîðåòèêî-ãðàôîâûõ òåðìèíàõ è
èçîáðàæàòü â âèäå áëîê-ñõåì. Òàêîé îðèåíòèðî-
âàííûé ãðàô ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ îïåðàòîðîâ êàê âåðøèí ãðàôà (ïîìå÷åí-
íûõ ìåòêàìè è ïðåîáðàçîâàòåëÿìè äëÿ îïåðàòî-
ðîâ ïðèñâàèâàíèÿ èëè óñëîâèÿìè äëÿ îïåðàòî-
ðîâ âûáîðà), à ïîòîêà óïðàâëåíèÿ (ò.å. goto, then
è else) � äóãàìè (ïîìå÷åííûìè `+' äëÿ then-äóã
è `−' äëÿ else-äóã). (Ïðèìåð äàí â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå 3.2.)
Ñåìàíòèêà ñõåì ßíîâà îïðåäåëÿåòñÿ â òîòàëü-

íûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìîäåëÿõ. Âû÷èñëåíèå
ñõåìû â òàêîé ìîäåëè ìîæåò íà÷èíàòüñÿ èç ëþ-
áîãî ñîñòîÿíèÿ, íî ñ îïåðàòîðà, ïîìå÷åííîãî �íà-
÷àëüíîé� ìåòêîé 0 (íîëü), çàòåì ñëåäóåò öåïî÷-
êà ñðàáàòûâàíèé ïîìå÷åííûõ îïåðàòîðîâ ñ ïðå-
îáðàçîâàíèåì ñîñòîÿíèÿ ïðè ïðèñâàèâàíèÿõ è
ïåðåäà÷åé óïðàâëåíèÿ îò îïåðàòîðà ê îïåðàòî-
ðó ñîãëàñíî ìåòêàì, è çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðåäà÷åé
óïðàâëåíèÿ ëþáîé �ôèíàëüíîé� ìåòêå, êîòîðàÿ
íå ìåòèò íè îäíîãî îïåðàòîðà ñõåìû.

Îïðåäåëåíèå 16. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî è çà-
ôèêñèðóåì (â ðàìêàõ äàííîãî îïðåäåëåíèÿ) íåäå-
òåðìèíèðîâàííóþ ñõåìó ßíîâà S è òîòàëü-
íóþ äåòåðìèíèðîâàííóþ ìîäåëü M = (D,R,E).
Êîíôèãóðàöèÿ � ýòî ïðèçâîëüíàÿ ïàðà âèäà
(ìåòêà, ñîñòîÿíèå). Ñðàáàòûâàíèå îïåðàòîðà
(êîòîðûé âñòðå÷àåòñÿ â S) � ïðîèçâîëüíàÿ
(óïîðÿäî÷åííàÿ) ïàðà êîíôèãóðàöèé (l, s)(l′, s′),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

• s′ = R(f)(s) è l′ ∈ L ïðè ñðàáàòûâàíèè ïðè-
ñâàèâàíèÿ �l : f goto L�;

• s′ = s è l′ ∈
{
L+ åñëè s ∈ E(p),
L− â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ïðè ñðàáàòûâàíèè ïîìå÷åííîãî óñëîâíîãî
îïåðàòîðà �l : if p then L+ else L−�.
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Òðàññà � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êîíôèãóðàöèé (l0, s0) . . . (lk, sk)(lk+1, sk+1) . . .
òàêàÿ, ÷òî êàæäàÿ ïàðà ñîñåäíèõ êîíôèãóðàöèé
â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (lk, sk)(lk+1, sk+1)
ÿâëÿåòñÿ ñðàáàòûâàíèåì êàêîãî-ëèáî îïåðàòîðà
(èç S). Íà÷àëüíàÿ òðàññà � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ
òðàññà, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ñ êîíôèãóðàöèè
ñ íà÷àëüíîé ìåòêîé 0 (íîëü); ôèíàëüíàÿ
òðàññà � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ òðàññà, êîòîðàÿ
çàêàí÷èâàåòñÿ êîíôèãóðàöèåé ñ ïðèçâîëü-
íîé ôèíàëüíîé ìåòêîé (êîòîðàÿ íå ìåòèò
íè îäíîãî îïåðàòîðà â S); ïîëíàÿ òðàññà �
ïðîèçâîëüíàÿ íà÷àëüíàÿ áåñêîíå÷íàÿ èëè ïðîèç-
âîëüíàÿ îäíîâðåìåííî íà÷àëüíàÿ è ôèíàëüíàÿ
òðàññà.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå è èñïîëüçóå-
ìûå äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñõåì ßíîâà ôàêòû è ïî-
íÿòèÿ. Êàæäàÿ êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà ßíîâà â êàæ-
äîé òîòàëüíîé äåòåðìèíèðîâàííîé èíòåðïðåòà-
öèè â êàæäîì ñîñòîÿíèè èìååò åäèíñòâåííóþ
ïîëíóþ òðàññó, íà÷èíàþùóþñÿ ñ ýòîãî ñîñòîÿ-
íèÿ. Êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà ßíîâà íàçûâàåòñÿ òî-
òàëüíîé, åñëè îíà íå èìååò áåñêîíå÷íûõ ïîëíûõ
òðàññ íè â êàêîé òîòàëüíîé äåòåðìèíèðîâàí-
íîé ìîäåëè. Ïðîáëåìà òîòàëüíîñòè äëÿ êëàñ-
ñè÷åñêèõ ñõåì ßíîâà � àëãîðèòìè÷åñêàÿ çàäà-
÷à îïðåäåëåíèÿ ïî âõîäíîé ñõåìå, ÿâëÿåòñÿ îíà
òîòàëüíîé èëè íåò. Èçâåñòíî, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ
ñõåìà ßíîâà ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà îñòàíàâëèâàåòñÿ (ò.å.èìååò êî-
íå÷íóþ ïîëíóþ òðàññó) â ëþáîé ýðáðàíîâîé ìî-
äåëè íà÷èíàÿ ñ êîíôèãóðàöèè16 (0, θ) [35].
Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê íåäåòåðìèíèðîâàííûì ñõå-

ìàì ßíîâà.

Îïðåäåëåíèå 17. Ïóñòü Fin ⊆ V ar � ïðîèç-
âîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëü-
íûõ ïåðåìåííûõ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýðáðàíî-
âà ìîäåëü M = (D,R,E) ïîäõîäÿùàÿ äëÿ Fin,
åñëè äëÿ ëþáîé èç ýòèõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïå-
ðåìåííûõ p ∈ Fin ìíîæåñòâî E(p) ÿâëÿåò-
ñÿ êîíå÷íûì. Ãîâîðÿò, ÷òî ñõåìà S òîòàëüíà
îòíîñèòåëüíî (èëè ïî îòíîøåíèþ ê) Fin, åñ-
ëè â ëþáîé ýðáðàíîâîé ìîäåëè, ïîäõîäÿùåé äëÿ
Fin, ýòà ñõåìà S èìååò êîíå÷íóþ ïîëíóþ òðàñ-
ñó, íà÷èíàþùóþñÿ ñ êîíôèãóðàöèè (0, θ). Íåäå-
òåðìèíèðîâàííàÿ ñõåìà ßíîâà íàçûâàåòñÿ òî-
òàëüíîé, åñëè îíà òîòàëüíà îòíîñèòåëüíî ïó-

16Íàïîìèíàåì, ÷òî θ � ýòî ïóñòîå ñëîâî.

ñòîãî ìíîæåñòâà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ñõå-
ìà ßíîâà ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé ñõåìîé ßíîâà,
òî òîëüêî ÷òî îïðåäåë¼ííîå ïîíÿòèå òîòàëüíî-
ñòè ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ïîíÿòèåì òîòàëü-
íîñòè.

Îïðåäåëåíèå 18. Ïðîáëåìà îòíîñèòåëüíîé
òîòàëüíîñòè � àëãîðèòìè÷åñêàÿ çàäà÷à
îïðåäåëåíèÿ ïî âõîäíîé ñõåìå è êîíå÷íîìó
ìíîæåñòâó ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ,
ÿâëÿåòñÿ äàííàÿ ñõåìà òîòàëüíîé èëè íåò
îòíîñèòåëüíî ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû îòíîñèòåëüíîé òî-
òàëüíîñòè âïåðâûå áûëà äîêàçàíà â [13, 38].
Ïîçæå â ðàáîòå [18] ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîé
òîòàëüíîñòè áûëî îáîáùåíî (çà ñ÷¼ò èñïîëüçî-
âàíèÿ êâàíòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïðîïîçèöè-
îíàëüíûì ïåðåìåííûì), áûëà ñôîðìóëèðîâàíà
ïðîáëåìà îáîáù¼ííîé òîòàëüíîñòè, è äîêàçàíà
ðàçðåøèìîñòü ýòîé ïðîáëåìû (ìîäèôèêàöèåé
àëãîðèòìà äëÿ îòíîñèòåëüíîé òîòàëüíîñòè).
Îöåíêà ñëîæíîñòè ðàçðåøàþùèõ ïðîöåäóð èç
ðàáîò [13, 38, 18] � exp(nA + nC), ãäå nA è
nC � ÷èñëî îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ è ÷èñëî
îïåðàòîðîâ âûáîðà â ñõåìå. Îáíîâë¼ííîå äî-
êàçàòåëüñòâî ýòîé îöåíêè äàíî â ðàçäåëå 3.4.
Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [20] ïðåäñòàâëåí íîâûé
ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðîáëåìû
îòíîñèòåëüíîé òîòàëüíîñòè äëÿ ñïåöèàëüíîãî
êëàññà ñõåì � òàê íàçûâàåìûõ áåñïåòåëüíûõ
ñõåì.

Îïðåäåëåíèå 19. Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ñõå-
ìà ßíîâà íàçûâàåòñÿ áåñïåòåëüíîé, åñëè ëþ-
áîé ïóòü ïî ãðàôó å¼ áëîê-ñõåìû, íà÷èíàþùèéñÿ
ñ îïåðàòîðà âûáîðà è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â îïå-
ðàòîðå âûáîðà (âîçìîæíî � òîì æå ñàìîì)
ñ îäèíàêîâûì óñëîâèåì, îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò
õîòÿ áû îäèí îïåðàòîð ïðèñâàèâàíèÿ.

Èäåÿ ýòîãî íîâîãî àëãîðèòìà çàèìñòâîâàíà
èç ðàáîòû [19], â êîòîðîé ïîäîáíûé àëãîðèì
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè ñïåöèàëüíîãî ñâîé-
ñòâà àâòîìàòîâ íà áåñêîíå÷íûõ ñëîâàõ è ïî
ñóòè ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì âåðôèêàöèè (model
checking) ñïåöèàëüíîé ôèêñèðîâàííîé ôîðìó-
ëû µ-Èñ÷èñëåíèÿ â êîíå÷íîé ìîäåëè, çàäàííîé
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áëîê-ñõåìîé ñõåìû ßíîâà. Áëîê-ñõåìó áåñïåòåëü-
íîé ñõåìû ìîæíî ðàññìàòèðèâàòü êàê ìîäåëü,
òàê êàê òàêàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé [35].

Îïðåäåëåíèå 20. Ñõåìà íàçûâàåòñÿ ñâîáîä-
íîé, åñëè ëþáîé ïóòü ïî å¼ áëîê-ñõåìå ðåàëèçó-
åòñÿ â íåêîòîðîé ìîäåëè, ò.å.: äëÿ ëþáîãî ïó-
òè ïî áëîê-ñõåìå l0 : op0, . . . lk : opk (ãäå k ≥ 0
� ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, à l0 : op0, . . . lk : opk �
ïîìå÷åííûå îïåðàòîðû èç äàííîé ñõåìû), ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ ìîäåëü M è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîñòîÿíèé s0, . . . sk, ÷òî (l0, s0), . . . (lk, sk) ÿâ-
ëÿåòñÿ òðàññîé ýòîé ñõåìû â ìîäåëè M .

Óòâåðæäåíèå 4. Âñÿêàÿ áåñïåòåëüíàÿ ñõåìà
ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê â ëþáîì ïóòè ïî
áëîê-ñõåìå áåñïåòåëüíîé ñõåìû ëþáûå äâà
âõîæäåíèÿ îäíîé è òîé æå ïðîïîçèöèîíàëüíîé
ïåðåìåííîé îáÿçàòåëüíî ðàçäåëåíû õîòÿ áû
îäíèì ïðèñâàèâàíèåì, òî â ëþáîé ýðáðàíîâîé
ìîäåëè ïîâòîðíàÿ ïðîâåðêà îäíîãî è òîãî
æå óñëîâèÿ ïðîèñõîäèò â ðàçíûõ ñîñòîÿíèÿõ.
Ïîýòîìó ëþáîé ïóòü ïî áëîê-ñõåìå ìîæíî
ïîäòâåðäèòü íåêîòîðîé òðàññîé â ïîäõîäÿùåé
ýðáðàíîâîé ìîäåëè.

Êðîìå ñåìàíòèêè òðàññ, ñõåìû ßíîâà ìîãóò
áûòü íàäåëåíû ñåìàíòèêîé, çàäàþùåé â ìîäåëÿõ
áèíàðíîå îòíîøåíèå âõîä-âûõîä íà ñîñòîÿíèÿõ.

Îïðåäåëåíèå 21. Ïóñòü S � ïðîèçâîëü-
íàÿ íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ñõåìà ßíîâà, à
M = (D,R, I) � ïðîèçâîëüíàÿ òîòàëüíàÿ äå-
òåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü. Îïðåäåëèì áèíàðíîå
îòíîøåíèå M(S) ⊆ D2 âõîä-âûõîä S êàê

{(s, t) ∈ D2 : ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ òðàññà S,
êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ â ñîñòîÿíèè s,

à çàêàí÷èâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè t}.

Òàêèì îáðàçîì, ñåìàíòèêà âõîä-âûõîä íå ïðè-
íèìàåò âî âíèìàíèå áåñêîíå÷íûå âû÷èñëåíèÿ,
èëè âû÷èñëåíèÿ, �çàêàí÷èâàþùèåñÿ� ïåðåäà÷åé
óïðàâëåíèÿ (â ðåçóëüòàòå goto-, then- èëè else-
ïåðåõîäà) íà ïóñòîå ìíîæåñòâî ìåòîê. À òàê êàê
äëÿ ñõåì îïðåäåëåíà ñåìàíòèêà âõîä-âûõîä â ìî-
äåëÿõ, òî ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëå-
íèåì ýâèâàëåíòíîñòè 10.

Îïðåäåëåíèå 22. Ñõåìû íàçûâàþòñÿ ôóíêöè-
îíàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè â íåêîòîðîì êëàññå
(òîòàëüíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ) ìîäåëåé M,
åñëè â ëþáîé ìîäåëè èç ýòîãî êëàññà ñåìàíòèêè
âõîä-âûõîä ýòèõ ñõåì ñîâïàäàþò. Ñõåìû íàçû-
âàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
îíè ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû â êëàññå âñåõ
òîòàëüíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìîäåëåé.

Íàçâàíèå ôóíêöèîíàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
âûáðàíî ïîòîìó, ÷òî äëÿ ëþáîé êëàññè÷åñêîé
ñõåìû ßíîâà S â ëþáîé (òîòàëüíîé äåòåðìèíè-
ðîâàííîé) ìîäåëè M îòíîøåíèå M(S) � ãðà-
ôèê ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè íà DM ; ñëåäîâàòåëü-
íî, ôóíêöèîíàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êëàññè÷å-
ñêèõ ñõåì ßíîâà â ìîäåëè � ýòî ýêñòåíñèîíàëü-
íîå ðàâåíñòâî ôóíêöèé, �âû÷èñëÿåìûõ� ïî ñõå-
ìàì â ýòîé ìîäåëè, à ñàìà ôóíêöèîíàëüíàÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòü êëàññè÷åñêèõ ñõåì ßíîâà � ðà-
âåíñòâî ñîîòâåñòâóþùèõ ôóíêöèé âî âñåõ ìîäå-
ëÿõ. Ïðîáëåìà ôóíêöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñõåì ßíîâà � àëãîðèòìè-
÷åñêàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïî ëþáîé ïàðå òà-
êèõ ñõåì, ÿâëÿþòñÿ îíè ýêâèâàëåíòíûìè èëè íåò.
Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ýòà ïðîáëåìà áûëà ðåøå-
íà åù¼ â ðàáîòàõ Þ.È. ßíîâà [45, 46], êîððåêò-
íàÿ è ïîëíàÿ ãðàôè÷åñêàÿ àêñèîìàòèçàöèÿ äëÿ
ôóíêöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè áûëà ïîñòðî-
åíà À.Ï. Åðøîâûì [32, 33], à â ðàáîòå [30] ïîëó÷å-
íû õîðîøèå âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ ïðî-
áëåìû ôóíêöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ äå-
òåðìèíèðîâàííûõ ìîäåëåé ïðîãðàìì, îáîáùàþ-
ùèõ êëàññè÷åñêèå ñõåìû ßíîâà.

3.2 Ïðèìåð

Ïîÿñíèì äàííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ íà ïðèìåðå
êëàññè÷åñêîé è íåäåòåðìèíèðîâàííîé ñõåì ßíî-
âà.
Íà÷í¼ì ñ ïîñòðîåíèÿ ïî ïðîãðàììå ìîäåëè-

ðóþùåé ñõåìû ßíîâà òàêîé, ÷òîáû, àíàëèçèðóÿ
ñâîéñòâà ñõåìû, ñäåëàòü ïîëåçíûå âûâîäû îá èñ-
õîäíîé ïðîãðàììå. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ âû-
÷èñëèòåëüíóþ ïðîãðàììó Prod(a,b) (ïðåäñòàâèì
å¼ íà ïàñêàëåïîäîáíîì ïñåâäîêîäå, ïîäðàçóìåâàÿ
ñòàíäàðòíóþ èíòåðïðåòàöèþ âñåõ îïåðàöèé17):

const a, b: integer;

var x=a, y=b, z=0: integer;

17Â ýòîé ïðîãðàììå odd � ïðîâåðêà íà íå÷¼òíîñòü.
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while y>0

do if odd(y) then z:=z+x fi ;

x:=2*x; y:=y/2;

od

Ìîæíî ïîêàçàòü èñòèííîñòü ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ òîòàëüíîé êîððåêòíîñòè: [b>=0]

Prod(a,b) [z=a*b], (ò.å. ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà a è ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà b ýòà ïðîãðàììà Prod(a,b)
îñòàíàâëèâàåòñÿ ñî çíà÷åíèåì z=a*b).
Ïðèìåíèì ê ýòîé ïðîãðàììå (ïðåäâàðèòåëüíî

ïðåäñòàâèâ öèêë while−do â òåðìèíàõ if−then−
else è goto) òàê íàçûâàåìóþ áóëåâñêóþ àáñòðàê-
öèþ (boolean abstarction) [1]:

The idea of Boolean abstraction is to
map �concrete� states to �abstract� states
according their evaluation under a �nite
set of predicates (�Boolean expressions�).
The predicates induce an �abstract�
system with a transition relation over the
abstract states.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ êëàññè÷åñêóþ
ñõåìó ßíîâà Scl, ïðåäñòàâëåííóþ íà Ðèñ. 2 â ñèí-
òàêñè÷åñêîé è ãðàôè÷åñêîé íîòàöèè. Çäåñü fx:=a,
fy:=b, fz:=0, fz:=z+x, fx:=2∗x è fy:=y/2 � ðàçëè÷íûå
ïðîãðàììíûå ïåðåìåííûå (ìíåìîíè÷åñêè ïîìå-
÷åííûå ïðèñâàèâàíèÿìè, êîòîðûì îíè ñîîòâåò-
ñòâóþò â ïðîãðàììå), à py>0 è podd(y) � ðàç-
ëè÷íûå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå (ìíåìî-
íè÷åñêè ïîìå÷åííûå ïðåäèêàòàìè, êîòîðûì îíè
ñîîòâåòñòâóþò â ïðîãðàììå); åäèíñòâåííàÿ ôè-
íàëüíàÿ ìåòêà Scl � ìåòêà 8. (Â ãðàôè÷åñêîì
ïðåäñòàâëåíèè ôèíàëüíûå ìåòêè ñîîòâåòñòâóþò
âèñÿùèì âåðøèíàì, ïðåäñòàâëåííûì îâàëàìè ñ
ìåòêîé âíóòðè.)
Î÷åâèäíî, ÷òî Scl ÿâëÿåòñÿ áåñïåòåëüíîé è,

ñëåäîâàòåëüíî, ñâîáîäíîé. Íî ýòà ñõåìà íå ÿâ-
ëÿåòñÿ òîòàëüíîé: äîñòàòî÷íî âçÿòü, íàïðèìåð,
ìîäåëü, â êîòîðîé ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåí-
íàÿ py>0 îçíà÷èâàåòñÿ òîæäåñòâåííîé èñòèíîé
(ò.å. ïðåäèêàòîì, èñòèííûì íà âñåõ ñîñòîÿíèÿõ).
Îäíàêî, åñëè ïðèíÿòü â êà÷åñòâå Fin ìíîæåñòâî
{py>0}, òî Scl òîòàëüíà îòíîñèòåëüíî ýòîãî ìíî-
æåñòâà, òàê êàê ýòà ñõåìà ÿâëÿåòñÿ áåñïåòåëü-
íîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, íè â êàêîé ïîäõîäÿùåé
äëÿ Fin ýðáðàíîâîé ìîäåëè ìû íå ìîæåì áåñêî-
íå÷íî ÷àñòî â îïåðàòîðå, ïîìå÷åííîì ìåòêîé 3,
âûáèðàòü then-ïåðåõîä è çàöèêëèâàòüñÿ.

{ 0 : fx:=a goto {1}
1 : fy:=b goto {2}
2 : fz:=0 goto {3}
3 : if py>0 then {4} else {8}
4 : if podd(y) then {5} else {6}
5 : fz:=z+x goto {6}
6 : fx:=2∗x goto {7}
7 : fy:=y/2 goto {3}}

Ðèñ. 2.

Íà Ðèñ. 3 äàí ïðèìåð íåäåòåðìèíèðîâàííîé
ñõåìû ßíîâà Snd (òàêæå â ñèíòàêñè÷åñêîé è ãðà-
ôè÷åñêîé ôîðìå), èñêóññòâåííî ïîñòðîåííûé íà
áàçå ñõåìû Scl: â Snd ïî ñðàâíåíèþ ñ Scl äîáàâ-
ëåíà âîçìîæíîñòü çàöèêëèâàòüñÿ íà îïåðàòîðàõ
âûáîðà ñ ìåòêàìè 3 è 4. (Ïîýòîìó ñõåìû Scl è
Snd ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè.)
Ýòà ñõåìà Snd íå ÿâëÿåòñÿ áåñïåòåëüíîé, òàê êàê
å¼ áëîê-ñõåìà èìååò öèêëû, ñîñòîÿùèå èç îïå-
ðàòîðîâ âûáîðà. Îäíàêî îíà âñ¼ ðàâíî ÿâëÿåòñÿ
ñâîáîäíîé, òàê êàê ëþáàÿ ïåðåäà÷à óïðàâëåíèÿ
ìåæäó îïåðàòîðàìè ïî then-âåòâè èìååò àíàëîã
ïî else-âåòâè è íàîáîðîò. Êàê è Scl, ýòà ñõåìà
íå ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíîé, íî îíà òîòàëüíà îòíîñè-
òåëüíî Fin = {py>0}, òàê êàê â ëþáîé ïîäõîäÿ-
ùåé äëÿ Fin ýðáðàíîâîé ìîäåëè âñåãäà ìîæíî
âûáðàòü òó èç âåòâåé íåäåòåðìèíèðîâàííîé ïå-
ðåäà÷è óïðàâëåíèÿ, êîòîðàÿ âåä¼ò ê îïåðàòîðó
ïðèñâàèâàíèÿ.
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{ 0 : fx:=a goto {1}
1 : fy:=b goto {2}
2 : fz:=0 goto {3}
3 : if py>0 then {3, 4} else {3, 8}
4 : if podd(y) then {3, 4, 5} else {3, 4, 6}
5 : fz:=z+x goto {6}
6 : fx:=2∗x goto {7}
7 : fy:=y/2 goto {3}}

Ðèñ. 3.

3.3 Îòíîñèòåëüíàÿ òîòàëüíîñòü è ðàç-
ðåøèìîñòü âàðèàíòîâ PDL

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, êàê ïðîáëåìû ðàç-
ðåøèìîñòè äëÿ DEPDL è EPDL ñâîäÿòñÿ ê ïðî-
áëåìå îòíîñèòåëüíîé òîòàëüíîñòè äëÿ íåäåòåð-
ìèíèðîâàííûõ ñõåì ßíîâà. Àëãîðèòì ñâåäåíèÿ
ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè äëÿ äðóãèõ âàðèàíòîâ
PDL � à èìåííî SPDL, DPDL è DSPDL � ìîæíî
íàéòè â [13, 38]. Â ýòèõ æå ðàáîòàõ ìîæíî íàéòè
âàðèàíò ðàçðåøàþùåé ïðîöåäóðû äëÿ ïðîâåðêè
ñâîéñòâà îòíîñèòåëüíîé òîòàëüíîñòè íåäåòåðìè-
íèðîâàííûõ ñõåì ßíîâà, à â ðàáîòå [18] � ðàçðå-
øàþùóþ ïðîöåäóðó äëÿ ïðîáëåìû îáîáù¼ííîé
òîòàëüíîñòè. Äëÿ óäîáñòâà è êðàòêîñòè àëãîðèò-
ìû ñâåäåíèÿ ìû áóäåì íàçûâàòü òðàíñëÿöèåé ëî-
ãèêè â ñõåìû.
Â àëãîðèòìàõ òðàíñëÿöèè â äàííîé ñòàòüå áó-

äåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ìàêðîñû äëÿ ñòàí-
äàðòíûõ ñòðóêòóðèðîâàííûõ êîíñòðóêöèé è îð-
ãàíèçàöèè ïîòîêà óïðàâëåíèÿ äëÿ ñõåì ßíîâà:

• skip äëÿ ôèêñèðîâàííîé ñõåìû, êîòîðàÿ âñå-
ãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ, íå èçìåíèâ ñîñòîÿíèå
(íàïðèìåð, {0 : if p then {1} else {1}});

• excp äëÿ ôèêñèðîâàííîé ñõåìû, êîòîðàÿ íå
èìååò íè îäíîé òðàññû18 (íàïðèìåð, {0 :
if p then ∅ else ∅});

• loop äëÿ ôèêñèðîâàííîé ñõåìû, êîòî-
ðàÿ âñåãäà çàöèêëèâàåòñÿ (íàïðèìåð,
{0 : if p then {0} else {0}});

• äëÿ ëþáîé ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ Act
ñõåìà (a) � ýòî {0 : a goto {1}};

• S′;S′′ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé êîìïîçèöèè
äâóõ ñõåì;

• if q then S′ else S′′ fi äëÿ äåòåðìèíèðîâàí-
íîãî âûáîðà îäíîé èç äâóõ ñõåì;

• S′ ∪ S′′ äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîãî âûáîðà
îäíîé èç äâóõ ñõåì;

• S∗ äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîé èòåðàöèè ñõå-
ìû;

• while q do S od äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî
öèêëà èç ñõåìû;

âñå ïåðå÷èñëåííûå ñðåäñòâà îðãàíèçàöèè ïîòîêà
óïðàâëåíèÿ ìîãóò áûòü ëåãêî îïðåäåëåíû â òåð-
ìèíàõ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ñõåì ßíîâà. Êðî-
ìå òîãî, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòàïåðåìåí-
íóþ stop êàê ìàêðîñ ôèíàëüíûõ ìåòîê ñõåìû
â êîíòåêñòå ìåñòà èñïîëüçîâàíèÿ: ïåðåõîä (ïåðå-
äà÷à óïðàâëåíèÿ) íà stop (÷åðåç goto, then èëè
else), áóäåò îçíà÷àòü çàâåðøåíèå ðàáîòû (ïåðå-
äà÷ó óïðàâëåíèÿ íà ôèíàëüíóþ ìåòêó).

Íà÷í¼ì ñ òðàíñëÿöèè DEPDL. Çàìåòèì, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå íàì íå íóæíà âñÿ ñèëà óòâåðæäåíèÿ
2, ìû ìîæåì îáîéòèñü áîëåå ýôôåêòèâíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì ôîðìóë DPDL â ôîðìóëû TEPDL
(ò.å. òîòàëüíîé âåðñèè EPDL).

Ïóñòü φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà DEPDL.
Ïóñòü (êàê è â óòâåðæäåíèè 2) äëÿ êàæäîé ïðî-
ãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ Act, êîòîðàÿ âñòðå÷à-
åòñÿ â φ, ga è pa � íîâûå ïðîãðàììíàÿ è ïðîïî-
çèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííûå (èíäèâèäóàëüíûå äëÿ
êàæäîãî a). Ïóñòü ôîðìóëà ψ ïîëó÷àåòñÿ â ðå-
çóëüòàòå çàìåíû â φ âñåõ âõîæäåíèé êàæäîé
ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ Act íà ïðîãðàì-

18excp � àááðèâèàòóðà îò exception.
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ìó (pa?; ga). Òîãäà
19 DEPDL-ôîðìóëà φ ðàâíîè-

ñòèííà/ðàâíîâûïîëíèìà ñ TPDL-ôîðìóëîé ψ, â
êîòîðîé âñå ïðîãðàììû èìåþò âèä (q?; c), ãäå q è
c � íåêîòîðûå ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ è ïðîãðàìì-
íàÿ ïåðåìåííûå. Íî äëÿ ëþáûõ PDL-ôîðìóë ξ è
χ è PDL-ïðîãðàììû α èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
äâå ýêâèâàëåíòíîñòè:

• [ξ?;α]χ ýêâèâàëåíòíà ξ → [α]χ,

• 〈ξ?;α〉χ ýêâèâàëåíòíà ξ ∧ 〈α〉χ.

Êðîìå òîãî, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî â ðàçäå-
ëå 2.3, êàæäàÿ TEPDL-ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà
íåêîòîðîé íîðìàëüíîé ôîðìóëå áåç ìîäàëüíîñòè
íåîáõîäèìîñòè. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ôîðìóëà ψ � ýòî ôîðìóëà òîòàëüíîé äåòåðìèíè-
ðîâàííîé ýëåìåíòàðíîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé äè-
íàìè÷åñêîé ëîãèêè TEPDL â íîðìàëüíîé ôîðìå
è áåç ìîäàëüíîñòè íåîáõîäèìîñòè (ýòà ôîðìóëà
ψ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà çà êâàäðàòè÷íîå âðåìÿ
íà ëèíåéíîé ïàìÿòè ïî èñõîäíîé ôîðìóëå φ).
Òðàíñëÿöèÿ íîðìàëüíûõ TEPDL-ôîðìóë áåç

ìîäàëüíîñòè íåîáõîäèìîñòè â íåäåòåðìèíèðî-
âàííûå ñõåìû ßíîâà îñóùåñòâëÿåòñÿ îïèñàííûì
íèæå ðåêóðñèâíûì àëãîðèòìîì TE2S.

• TE2S(true) = skip è TE2S(false) = excp;

• äëÿ ëþáîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé
p ∈ V ar

� TE2S(p) = {0 : if p then stop
else excp};

� TE2S(¬p) = {0 : if p then excp
else stop};

• TE2S(φ ∧ ψ) = if q then TE2S(φ)
else TE2S(ψ) fi,

ãäå q ∈ V ar � íîâàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïå-
ðåìåííàÿ;

• TE2S(φ ∨ ψ) = TE2S(φ) ∪ TE2S(ψ);

19Â ñëó÷àå DEPDL íàì íå íóæíà åù¼ îäíà íîâàÿ ïðî-
ãðàììíàÿ ïåðåìåííàÿ fa äëÿ êàæäîé ïðîãðàììíîé ïåðå-
ìåííîé a ∈ Act, êîòîðàÿ âñòðå÷àëàñü â φ: âìåñòî ïðî-
ãðàììû (f∗a ; pa?; ga) ìû òåïåðü èñïîëüçóåò ïðîãðàììó
(pa?; ga); òàê êàê â DEPDL èíòåðïðåòàöèÿ âñåõ ïðîãðàìì-
íûõ ïåðåìåííûõ � ãðàôèêè ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé, òî
îçíà÷èâàíèå íîâûõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ïîç-
âîëÿåò ìîäåëèðîâàòü îáëàñòü îïðåäåë¼ííîñòè ïðîãðàìì-
íûõ ïåðåìåííûõ èç ψ, à èíòåðïðåòàöèÿ íîâûõ ïðîãðàìì-
íûõ ïåðåìåííûõ � èíòåðïðåòàöèþ ïðåæíèõ ïðîãðàìì-
íûõ ïåðåìåííûõ ïîñðåäñòâîì èõ òîòàëüíûõ ðàñøèðåíèé.

• TE2S(〈a〉φ) = (a) ; TE2S(φ) äëÿ ëþáîé ïðî-
ãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ Act.

Èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà TE2S ñëåäóåò, ÷òî îí
çà êâàäðàòè÷íîå âðåìÿ, íî íà ëèíåéíîé ïàìÿòè
òðàíñëèðóåò TEPDL-ôîðìóëû (áåç ìîäàëüíîñòè
íåîáõîäèìîñòè) â ñâîáîäíûå íåäåòåðìèíèðîâàí-
íûå ñõåìû ßíîâà (â êîòîðûõ âîîáùå íåò öèê-
ëîâ).

Îïðåäåëåíèå 23. ÏóñòüM = (D,R,E) èM ′ =
(D′, R′, E′) � äâå ïðîèçâîëüíûå ìîäåëè ñ îäíîé
è òîé æå îáëàñòüþ (ò.å. D = D′) è ñîâïàäàþ-
ùåé èíòåðïðåòàöèåé ïðîãðàììíûõ ïåðåìåííûõ
(ò.å. R = R′), à Fin � ìíîæåñòâî ïðîïîçè-
öèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
M ′ ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé M íà Fin (è ïè-
ñàòü M ′ = M mod Fin), åñëè îçíà÷èâàíèÿ E è
E′ ñîâïàäàþò íà âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ êðîìå (ìîæåò áûòü) Fin (ò.å. E(p) =
E′(p) äëÿ êàæäîé p 6∈ Fin).

Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ
ýðáðàíîâà ìîäåëü, ω ∈ Act∗ � ïðîèçâîëüíîå
ñîñòîÿíèå ýòîé ìîäåëè, φ � ïðîèçâîëüíàÿ
íîðìàëüíàÿ TEPDL-ôîðìóëà áåç ìîäàëüíîñòè
íåîáõîäèìîñòè, à Cnj � ìíîæåñòâî âñåõ íî-
âûõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ q, êîòîðûå
áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè âûïîëíåíèè àëãîðèòìà
TE2S(φ) ïðè òðàíñëÿöèè êîíúþíêöèé. Èìååì:
ω |=M φ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåäåòåð-
ìèíèðîâàííàÿ ñõåìà ßíîâà TE2S(φ) èìååò
êîíå÷íóþ ïîëíóþ òðàññó, íà÷èíàþùóþñÿ ñ
ñîñòîÿíèÿ ω, â ëþáîé ìîäåëè M ′, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé M íà Cnj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñòðóêòóðå ôîð-
ìóë. Áàçà èíäóêöèè � ôîðìóëû true, false èëè
ëèòåðàëû (ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå èëè
èõ îòðèöàíèÿ): óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ïî ÿâíî-
ìó ïîñòðîåíèþ ñõåì ïî ýòèì ôîðìóëàì. Íà øàãå
èíäóêöèè íàäî ðàññìîòðåòü ôîðìóëû, ïîñòðîåí-
íûå ïðè ïîìîùè êîíúþíêöèè ∧, äèçúþíêöèè ∨
è ìîäàëüíîñòè âîçìîæíîñòè 〈 〉. Ñëó÷àé äèçú-
þíêöèè è ìîäàëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè.
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé êîíúþíêöèè. Ïî-
ñêîëüêó TE2S(φ ∧ ψ) = if q then TE2S(φ) else
TE2S(ψ), ãäå q � íîâàÿ (íå èñïîëüçóåìàÿ íè-
ãäå áîëåå) ïðîãðàììíàÿ ïåðåìåííàÿ, âîøåäøàÿ
â Cnj, òî ýòà ïåðåìåííàÿ ìîæåò áûòü îçíà÷å-
íà íà ω ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ÷òî ïîçâîëÿåò
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�âûáðàòü� ëþáóþ èç ñõåì TE2S(φ) è TE2S(ψ)
äëÿ �ïðîâåðêè� íà ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîé ïîë-
íîé òðàññû, íà÷èíàþùåéñÿ ñ ω.

Ñëåäñòâèå 3. Ïî ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëå
DEPDL çà êâàäðàòè÷íîå âðåìÿ íà ëèíåéíîé
ïàìÿòè ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ áåñïå-
òåëüíóþ íåäåòåðìèíèðîâàííóþ ñõåìó ßíîâà,
êîòîðàÿ òîòàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èñõîäíàÿ ôîðìóëà òîæäåñòâåííî èñòèííà.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ìåòîä òðàíñëÿöèè DEPDL
â ñõåìû íà ñëåäóþùèõ äâóõ ôîðìóëàõ:

• 〈a〉p ∧ [a]¬p;

• 〈a〉p ∨ [a]¬p.

(Ïåðâàÿ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíîé, à âòî-
ðàÿ � òîæäåñòâåííî èñòèííîé.)
Äëÿ ïåðâîé ôîðìóëû èìååì ñëåäóþùåå. Ïîñëå

ïðåîáðàçîâàíèÿ å¼ â ðàâíîèñòèííóþ íîðìàëüíóþ
ôîðìóëó TEPDL áåç ìîäàëüíîñòè íåîáõîäèìî-
ñòè ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà

(pa ∧ 〈ga〉p) ∧ (¬pa ∨ 〈ga〉¬p).

Åñëè ïðèìåíèòü ê ýòîé ôîðìóëå àëãîðèòì
TE2S, ïîëó÷èòñÿ ñõåìà íà Ðèñ. 4, â êîòîðîé q1

è q2 � íîâûå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå,
ñîîòâåòñòâóþùèå êîíúþíêöèÿì â ýòîé ôîð-
ìóëå, à âèñÿ÷èå äóãè ñîîòâåñòâóþò excp (ò.å.
ïåðåäà÷å óïðàâëåíèÿ ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó
ìåòîê). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñõåìà íå ÿâëÿåòñÿ
òîòàëüíîé: íàïðèìåð, â ýðáðàíîâîé ìîäåëè
M = (Act∗, R,E) òàêîé, ÷òî E(q1) = E(q2) = {θ}
è E(pa) = ∅, ñõåìà íå èìååò êîíå÷íîé ïîëíîé
òðàññû.
Äëÿ âòîðîé ôîðìóëû èìååì ñëåäóþùåå. Ïîñëå

ïðåîáðàçîâàíèÿ å¼ â ðàâíîèñòèííóþ íîðìàëüíóþ
ôîðìóëó TEPDL áåç ìîäàëüíîñòè íåîáõîäèìî-
ñòè ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà

(pa ∧ 〈ga〉p) ∨ (¬pa ∨ 〈ga〉¬p).

Åñëè ïðèìåíèòü ê ýòîé ôîðìóëå àëãîðèòì
TE2S, ïîëó÷èòñÿ ñõåìà íà Ðèñ. 5, â êîòîðîé
q � íîâàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíúþíêöèè â ýòîé ôîð-
ìóëå. Íà ýòîì ðèñóíêå (è äàëåå) çâåçäà �
ïîìå÷åííûé �îïåðàòîð� áåçóñëîâíîãî íåäåòåð-
ìèíèðîâàííîãî âûáîðà (ðåçóëüòàò òðàíñëÿöèè

Ðèñ. 4.

êîíñòðóêöèè ∪). Â äàííîì ñëó÷àå îí ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàí, íàïðèìåð, îïåðàòîðîì âû-
áîðà 0 : if p then {1, 7, 9} else {1, 7, 9}. Â
îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîð áåçóñëîâíîãî íåäåòåð-
ìèíèðîâàííîãî âûáîðà èç ìíîæåñòâà ìåòîê L,
ïîìå÷åííûé ìåòêîé l, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí
îïåðàòîðîì âûáîðà l : if x then L else L, ãäå
x � ïðîèçâîëüíàÿ íîâàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ
ïåðåìåííàÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñõåìà íà Ðèñ. 5
ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíîé â ñèëó âîçìîæíîñòè íåäå-
òåðìèíèðîâàííî âûáðàòü â ëþáîé ìîäåëè òó
âåòâü ñõåìû, êîòîðàÿ â ýòîé ìîäåëè ïîðîæäàåò
êîíå÷íóþ ïîëíóþ òðàññó.

Ðèñ. 5.

Òåïåðü ðàññìîòðèì òðàíñëÿöèþ EPDL.
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Â ýòîì ñëó÷àå óïðîñòèòü ïðåîáðàçîâàíèå20

ôîðìóë EPDL ê ôîðìóëàì TPDL íåëüçÿ,
ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ñàìî ïðåîáðàçîâàíèå
totdet. Îäíàêî, â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ýòîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû TPDL, â
êîòîðûõ âíóòðè ìîäàëüíîñòåé âñå ïðîãðàììû
èìåþò îäèí è òîò æå âèä (f∗; p?; g), ãäå f , g è p �
ïðîãðàììíûå è ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå
(èíäèâèäóàëüíûå äëÿ êàæäîé ïðîãðàììíîé
ïåðåìåííîé èç èñõîäíîé ôîðìóëû EPDL). Îáî-
çíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôîðìóë TPDL
÷åðåç totdet-EPDL.

Òðàíñëÿöèÿ íîðìàëüíûõ ôîðìóë totdet-EPDL
â íåäåòåðìèíèðîâàííûå ñõåìû ßíîâà îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ îïèñàííûì íèæå ðåêóðñèâíûì àëãîðèò-
ìîì EPDL2S.

• Äëÿ êîíñòàíò true, false, ëèòåðàëîâ, êîíú-
þíêöèè è äèçúþíêöèè � àíàëîãè÷íî àëãî-
ðèòìó TE2S;

• EPDL2S([f∗; p?; g]φ) =
= while r do (f) od ;

if p then skip else stop fi ;
(g) ; EPDL2S(φ),

ãäå r ∈ V ar � íîâàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïå-
ðåìåííàÿ;

• EPDL2S(〈f∗; p?; g〉φ) =
= (f)∗ ; if p then skip else excp ;

(g) ; EPDL2S(φ).

Óòâåðæäåíèå 6. ÏóñòüM � ïðîèçâîëüíàÿ ýð-
áðàíîâà ìîäåëü, ω ∈ Act∗ � ïðîèçâîëüíîå ñîñòî-
ÿíèå ýòîé ìîäåëè, φ � ïðîèçâîëüíàÿ íîðìàëü-
íàÿ ôîðìóëà totdet-EPDL, Box � ìíîæåñòâî
âñåõ íîâûõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ r,
êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè âûïîëíåíèè àë-
ãîðèòìà EPDL2S(φ) ïðè òðàíñëÿöèè ìîäàëü-
íîñòåé íåîáõîäèìîñòè [. . . ], à Cnj � ìíîæå-
ñòâî âñåõ íîâûõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ q, êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè âûïîë-
íåíèè àëãîðèòìà EPDL2S(φ) ïðè òðàíñëÿöèè
êîíúþíêöèé. Èìååì: ω |=M φ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ñõåìà ßíî-
âà EPDL2S(φ) èìååò êîíå÷íóþ ïîëíóþ òðàñ-
ñó, íà÷èíàþùóþñÿ ñ ñîñòîÿíèÿ ω â ëþáîé ìîäå-

20Èìååòñÿ â âèäó ïðåîáðàçîâàíèå èç óòâåðæäåíèÿ 2 ïðè
ñâåäåíèè ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè EPDL ê ïðîáëåìå ðàç-
ðåøèìîñòè TPDL.

ëè M ′, ïîäõîäÿùåé äëÿ Box, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ìîäèôèêàöèåé M íà (Box ∪ Cnj).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñòðóêòóðå ôîð-
ìóë. Áàçà èíäóêöèè è øàã èíäóêöèè äëÿ êîíú-
þíêöèè è äèçúþíêöèè � àíàëîãè÷íî äîêàçà-
òåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 5. Îñòà¼òñÿ îáîñíîâàòü
øàã èíäóêöèè äëÿ ìîäàëüíîñòåé âîçìîæíîñòè è
íåîáõîäèìîñòè.

Äëÿ ìîäàëüíîñòè âîçìîæíîñòè äîêàçàòåëü-
ñòâî ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà
M(f∗; p?; g) =
= M

(
(f)∗ ; if p then skip else excp fi ; (g)

)
,

à äëÿ ìîäàëüíîñòè íåîáõîäèìîñòè � èç ðàâåíñòâ
M(f∗; p?; g) =

⋃
k≥0M((f)k; p?; g) =

=
⋃
k≥0M

(
for i = 0 to k do (f) od ;

if p then skip else excp fi ; (g)
)

=

=
⋃

P
fin
⊂ Act∗,

M ′ = M mod {r},
M ′(r) = P

M ′


while r do (f) od ;
if p then skip fi

else excp ;
(g)

.
Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü òîëüêî, ÷òî â ïîñëåäíåé else-
âåòâè ñòîèò excp, êîòîðûé ïðè òðàíñëÿöèè
ìîäàëüíîñòè [ ] â ôîðìóëàõ áóäåò çàìåíÿòüñÿ íà
stop.

Äàííîå óòâåðæäåíèå âìåñòå ñ óòâåðæäåíèÿìè
1, 2(ñëåäñòâèå 1) è 3 âëåêóò

Ñëåäñòâèå 4. Ïî ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëå EPDL
çà êâàäðàòè÷íîå âðåìÿ íà ëèíåéíîé ïàìÿòè
ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ áåñïåòåëüíóþ íåäå-
òåðìèíèðîâàííóþ ñõåìó ßíîâà è êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, êîòî-
ðàÿ òîòàëüíà îòíîñèòåëüíî ýòîãî ìíîæåñòâà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñõîäíàÿ ôîðìóëà
òîæäåñòâåííî èñòèííà.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ìåòîä òðàíñëÿöèè EPDL â
ñõåìû íà ñëåäóþùèõ äâóõ ôîðìóëàõ:

• 〈a〉p ∧ 〈a〉¬p;

• 〈a〉p ∨ [a]¬p.

(Ïåðâàÿ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííî èñòèííîé, à âòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òîæ-
äåñòâåííî èñòèííîé.)

Äëÿ ïåðâîé ôîðìóëû èìååì ñëåäóþùåå. Ïîñëå
ïðåîáðàçîâàíèÿ å¼ â ðàâíîèñòèííóþ íîðìàëüíóþ
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ôîðìóëó TPDL ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà

〈(f∗a ; pa?; ga〉p ∧ 〈(f∗a ; pa?; ga〉¬p.

Åñëè ïðèìåíèòü ê ýòîé ôîðìóëå àëãîðèòì
EPDL2S, òî ïîëó÷èòñÿ ñõåìà, ïðåäñòàâëåííàÿ
íà Ðèñ. 6, â êîòîðîé q � íîâàÿ ïðîïîçèöèîíàëü-
íàÿ ïåðåìåííàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíúþíêöèè
â ýòîé ôîðìóëå. Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå ìíîæå-
ñòâî Box ïóñòî, òî îòíîñèòåëüíàÿ òîòàëüíîñòü
ïðåâðàùàåòñÿ â òîòàëüíîñòü; ñõåìà íà Ðèñ. 6
íå ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíîé, òàê êàê îíà ñâîáîäíà è
èìååò öèêëû ïî áëîê-ñõåìå.

Ðèñ. 6.

Äëÿ âòîðîé ôîðìóëû ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ å¼
â ðàâíîèñòèííóþ íîðìàëüíóþ ôîðìóëó TPDL
ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà

〈f∗a ; pa?; ga〉p ∨ [f∗a ; pa?
∗; ga]¬p.

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ê ýòîé ôîðìóëå àëãî-
ðèòìà EPDL2S ïîëó÷èòñÿ ñõåìà, ïðåäñòàâëåí-
íàÿ íà Ðèñ. 7, â êîòîðîé r � íîâàÿ ïðîïîçèöè-
îíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäàëü-
íîñòè íåîáõîäèìîñòè [. . . ] â ýòîé ôîðìóëå. Â äàí-
íîì ñëó÷àå ìíîæåñòâîBox ñîñòîèò èç åäèíñòâåí-
íîãî ñèìâîëà r, òîòàëüíîñòü ýòîé ñõåìû îòíîñè-
òåëüíî Box = {r} ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíîé (òàê êàê
îíà ÿâëÿåòñÿ áåñïåòåëüíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ñâî-
áîäíîé).
Àëãîðèòìû òðàíñëÿöèè PDL, SPDL, DPDL

è DSPDL â ñõåìû, àíàëîãè÷íûå àëãîðèòìó
EPDL2S ïî ñóòè è ïî ñëîæíîñòè, ìîãóò
áûòü íàéäåíû â ðàáîòàõ [13, 38] (îäíàêî â
ðåçóëüòàòå èõ ïðèìåíåíèÿ ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ íå
áåñïåòåëüíûå è íå ñâîáîäíûå ñõåìû).

Ðèñ. 7.

3.4 Ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû îòíîñè-
òåëüíîé òîòàëüíîñòè

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî ðàíåå, ýêñïîíåíöèàëüíûé
àëãîðèòì ïðîâåðêè îòíîñèòåëüíîé òîòàëüíîñòè
ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [13, 38]. Â ýòîì ðàçäåëå
ìû äàäèì îáíîâë¼ííóþ è èñïðàâëåííóþ âåðñèþ
ýòîãî àëãîðèòìà.
Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ âûáåðåì è çàôèê-

ñèðóåì âïëîòü äî ñëåäñòâèÿ 5 ïðîèçâîëüíóþ
íåäåòåðìèíèðîâàííóþ ñõåìó ßíîâà S, â êîòîðîé
êàæäàÿ ìåòêà ìåòèò íå áîëåå îäíîãî îïåðàòîðà.
Òàêæå âûáåðåì è çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî {p1, . . . pm} ⊆ V ar (m ≥ 0)
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, îòíîñèòåëüíî
êîòîðûõ ìû õîòèì ïðîâåðèòü òîòàëüíîñòü ñõåìû
S. Êðîìå òîãî, ïóñòü {q1, . . . qn} ⊆ V ar (n ≥ 0)
� ìíîæåñòâî âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â S, íî îòëè÷íû îò
{p1, . . . pm}. Òàêèì îáðàçîì, p1, . . . pm, q1, . . . qn �
ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â S.
Îïðåäåëèì îòíîøåíèå îäíîòèïíîñòè äëÿ ìå-

òîê îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ è/èëè ôèíàëüíûõ
ìåòîê ñõåìû S: ïðîèçâîëüíûå ìåòêè îïåðàòîðîâ
ïðèñâàèâàíèÿ l′ è l′′ ÿâëÿþòñÿ îäíîòèïíûìè, åñ-
ëè îíè ìåòÿò îïåðàòîðû ïðèñâàèâàíèÿ ñ îäè-
íàêîâîé ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé21; ëþáàÿ ôè-
íàëüíàÿ ìåòêà ÿâëÿåòñÿ îäíîòèïíîé äëÿ ëþáîé
ìåòêè îïåðàòîðà ïðèñâàèâàíèÿ.

21ò.å. äëÿ íåêîòîðîé ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ Act
è ìíîæåñòâ ìåòîê L′, L′′, îïåðàòîðû (l′ : a goto L′) ∈ S
è (l′′ : a goto L′′) ∈ S
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20 Øèëîâ Í.Â., Øèëîâà Ñ.Î., Áåðíøòåéí À.Þ.

Äëÿ ëþáîãî áóëåâñêîãî âåêòîðà (u1 . . . um+n) ∈
{0, 1}m+n (äëèíîé (m + n)) îïðåäåëèì íà ìíî-
æåñòâå ìåòîê, êîòîðûå ìåòÿò â S îïåðàòîðû
ïðèñâàèâàíèÿ èëè ÿâëÿþòñÿ ôèíàëüíûìè, áè-

íàðíîå îòíîøåíèå
u1...um+n
  ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìåòîê l′ è l′′ èìååò ìåñòî

l′
u1...um+n
  l′′, êîãäà ñóùåñòâóåò ïóòü îò îïåðà-

òîðà, ïîìå÷åííîãî ìåòêîé l′ äî ìåòêè l′′, ïðîõî-
äÿùèé òîëüêî ÷åðåç óñëîâíûå îïåðàòîðû è ñî-
ãëàñîâàííûé ñ îöåíêîé ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïå-
ðåìåííûõ {p1, . . . pm, q1, . . . qn}, çàäàííîé âåêòî-
ðîì (u1 . . . um+n). Ôîðìàëüíî: ìåòêà l′ ìåòèò â S
íåêîòîðûé îïåðàòîð ïðèñâàèâàíèÿ l′ : a goto L
(a ∈ Act � ïðîèçâîëüíàÿ ïðîãðàììíàÿ ïåðå-
ìåííàÿ) è ñóùåñòâóåò k ≥ 0 è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìåòîê l1, . . . lk+1 òàêèå, ÷òî lk+1 = l′′,
à ìåòêè l1, . . . lk ìåòÿò â S îïåðàòîðû âûáî-
ðà (l1 : if r1 then L+

1 else L−1 ), . . . (lk :
if rk then L+

k else L−k ) è äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ k
èìååì

li+1 ∈


L+
i , åñëè ri ≡ pj è uj = 1

èëè ri ≡ qj è um+j = 1
L−i , åñëè ri ≡ pj è uj = 0

èëè ri ≡ qj è um+j = 0

.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî LabSpc êàê22

{L : L − ìíîæåñòâî îäíîòèïíûõ ìåòîê èç S},
ò.å. êàê ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ îäíîòèïíûõ
ìåòîê èç S. Äëÿ ëþáîãî áóëåâñêîãî âåêòîðà
(u1 . . . um+n) ∈ {0, 1}m+n (äëèíîé (m + n))
ðàñïðîñòðàíèì íà LabSpc áèíàðíîå îòíîøåíèå
u1...um+n
  ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

L′, L′′ ∈ LabSpc èìååì L′
u1...um+n
  L′′, êîãäà äëÿ

ëþáîé ìåòêè l′′ ∈ L′′ ñóùåñòâóåò ìåòêà l′ ∈ L′

òàêàÿ, ÷òî l′
u1...um+n
  l′′.

Òåïåðü ìû ãîòîâû îïèñàòü áàçîâûé àëãîðèòì
Check, ðåçóëüòàò ðàáîòû êîòîðîãî ïîçâîëÿåò
ïðîâåðèòü òîòàëüíîñòü íåäåòåðìèíèðîâàííîé
ñõåìû ßíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ïðî-
ïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ìû îïèøåì
ïðèìåíåíèå ýòîãî àëãîðèòìà ê ôèêñèðîâàííûì
âûøå ìíîæåñòâó ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ {p1, . . . pm} è ñõåìå S, (â êîòîðîé âñÿêàÿ
ìåòêà ìåòèò íå áîëåå îäíîãî îïåðàòîðà, à âñå
ïðîïîçèöèîíàëüíûå èñïîëüçóåìûå ïåðåìåííûå
� p1, . . . pm, q1, . . . qn). Àëãîðèòì Check ñîñòîèò
èç äâóõ ýòàïîâ. Â îïèñàíèå ýòîãî àëãîðèòìà

22LabSpc � àááðèâèàòóðà îò Label Space

ìû ñðàçó ââåä¼ì è áóäåì èñïîëüçîâàòü äâå
âñïîìîãàòåëüíûå öåëî÷èñëåííûå ïåðåìåííûå
è îïåðàòîðû èíêðåìåíòàöèè èõ çíà÷åíèé; ýòè
ïåðåìåííûå íèêàê íå âëèÿþò íà ðàáîòó àëãî-
ðèòìà, íî èñïîëüçóþòñÿ â åãî ñïåöèôèêàöèè è
âåðèôèêàöèè.

Ïóñòü X è Y � äâå ïåðåìåííûõ äëÿ ïîäìíî-
æåñòâ LabSpc (ò.å. èõ çíà÷åíèÿ � êîíå÷íûå
ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ îäíîòèïíûõ ìåòîê), à
i è j � äâå âñïîìîãàòåëüíûå öåëî÷èñëåííûå
ïåðåìåííûå.

Ïåðâûé ýòàï:

Èíèöèàëèçèðóåì X ìíîæåñòâîì {L ∈
LabSpc : L ñîäåðæèò ôèíàëüíûå ìåòêè}, à
ïåðåìåííóþ i � íóë¼ì;
ïîâòîðÿòü
Y := X ; i := i+ 1 ;
X := {L′ ∈ LabSpc :

äëÿ ëþáîãî áóëåâñêîãî âåêòîðà
(w1 . . . wn) ∈ {0, 1}n

ñóùåñòâóåò L′′ ∈ Y òàêîå,

÷òî L′
0...0 w1...wn  L′′ }

ïîêà X 6= Y .

Âòîðîé ýòàï:

Èíèöèàëèçèðóåì ïåðåìåííóþ j íóë¼ì;
ïîâòîðÿòü
Y := X ; j := j + 1 ;
X := {L′ ∈ Y :

äëÿ ëþáîãî áóëåâñêîãî âåêòîðà
(v1 . . . vmw1 . . . wn) ∈ {0, 1}m+n

ñóùåñòâóåò L′′ ∈ Y òàêîå,
÷òî L′

v1...vmw1...wn  L′′ }
ïîêà X 6= Y .

Óòâåðæäåíèå 7. Åñëè â ñõåìå âñå îïåðàòîðû
ïîìå÷åíû ðàçíûìè ìåòêàìè, à nA � ÷èñëî îïå-
ðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ â ñõåìå S, òî àëãîðèòì
Check çàâåðøàåòñÿ, âûïîëíèâ íå áîëåå 2nA èòå-
ðàöèé öèêëà íà êàæäîì èç äâóõ ýòàïîâ, ïðè÷åì
ïî çàâåðøåíèè àëãîðèòìà äëÿ çàêëþ÷èòåëüíîãî
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé X èìååò ìåñòî ñëåäóþ-
ùåå ðàâåíñòâî:

X = {L ∈ LabSpc :
äëÿ ëþáîé ýðáðàíîâîé ìîäåëè M

, ïîäõîäÿùåé äëÿ p1, . . . pm
ñóùåñòâóåò l ∈ L òàêàÿ, ÷òî
â M ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ôèíàëüíàÿ òðàññà,

íà÷èíàþùàÿñÿ ñ (l, θ) }.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî íà ïåðâîì ýòàïå
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé X ïîñëå êàæäîé èòåðàöèè
öèêëà ìîíîòîííî íå óáûâàþò (ïî âêëþ÷åíèþ ⊆),
à íà âòîðîì ýòàïå � íàîáîðîò, ïîñëå êàæäîé èòå-
ðàöèè öèêëà ìîíîòîííî íå âîçðàñòàþò; êðîìå òî-
ãî, ýòè çíà÷åíèÿ âñå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâàìè LabSpc; ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé öèêë íå
ìîæåò áûòü èòåðèðîâàí áîëåå |LabSpc| ≤ 2nA

ðàç. Òàêèì îáðàçîì, çàâåðøàåìîñòü àëãîðèòìà
äîêàçàíà.

Òåïåðü äîêàæåì ÷àñòè÷íóþ êîððåêòíîñòü
àëãîðèòìà ìåòîäîì èíäóêòèâíûõ óòâåðæäåíèé
Ôëîéäà [37, 42]. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ìíîæå-
ñòâî âñåõ ýðáðàíîâûõ ìîäåëåé F, ïîäõîäÿùèõ
äëÿ p1, . . . pm, â âèäå

⋃
j≥0 Fj , ãäå Fi = {M =

(Act∗, Synt, E) − ýðáðàíîâà ìîäåëü : E(pk) ⊆
{t ∈ Act∗ : |t| ≤ j} äëÿ ëþáîãî 1 ≤ k ≤ m} (ò.å.
ìíîæåñòâî òåõ ýðáðàíîâûõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ
âñå p1, . . . pm ëîæíû íà òåðìàõ, äëèíà êîòîðûõ
ïðåâîñõîäèò j).

Òîãäà èíâàðèàíòîì ïåðâîãî öèêëà ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå23:

X = {L ∈ LabSpc : äëÿ ëþáîé M ∈ F0

ñóùåñòâóåò l ∈ L è ôèíàëüíàÿ òðàññà,
êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ñ (l, θ) è

ñîäåðæèò íå áîëåå i ïðèñâàèâàíèé24}.

Â ñèëó ýòîãî èíâàðèàíòà è óñëîâèÿ âûõîäà èç
ïåðâîãî öèêëà (îçíà÷àþùåãî, ÷òî íà ïîñëåäíåé
èòåðàöèè öèêëà çíà÷åíèå ïåðåìåííîé X íå èç-
ìåíèëîñü) è â ñèëó ëåììû Ê¼íèãà (àíàëîãè÷íî
àëãîðèòìó ïðîâåðêè òîòàëüíîñòè ñòàíäàðòíûõ
ñõåì ïðîãðàìì [35]), ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïåðâîãî
ýòàïà èìååì:

X = {L ∈ LabSpc : äëÿ ëþáîé M ∈ F0

ñóùåñòâóåò l ∈ L è ôèíàëüíàÿ òðàññà,
êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ñ (l, θ)}.

Òîãäà èíâàðèàíòîì âòîðîãî öèêëà ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå25:

X = {L ∈ LabSpc : äëÿ ëþáîé M ∈ Fj
ñóùåñòâóåò l ∈ L è ôèíàëüíàÿ òðàññà,

êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ñ (l, θ)}.
23Îáðàòèòå âíèìàíèå íà èñïîëüçîâàíèå âñïîìîãàòåëü-

íîé ïåðåìåííîé i â ýòîì èíâàðèàíòå.
24òî÷íåå: ñîäåðæàùàÿ íå áîëåå i âõîæäåíèé ìåòîê îïå-

ðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ èç S
25Îáðàòèòå âíèìàíèå íà èñïîëüçîâàíèå âñïîìîãàòåëü-

íîé ïåðåìåííîé j â ýòîì èíâàðèàíòå.

Òàê êàê F =
⋃
j≥0 Fj , òî èç ýòîãî èíâàðèàíòà ñëå-

äóåò íàøå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 5. Ïðîáëåìà îòíîñèòåëüíîé òî-
òàëüíîñòè äëÿ íåäåòåðèìíèðîâàííûõ ñõåì
ßíîâà ðàçðåøèìà ñ âåðõíåé îöåíêîé ñëîæíîñòè
exp(nA + nC), ãäå nA è nC � ÷èñëî îïåðàòîðîâ
ïðèñâàèâàíèÿ è óñëîâíûõ îïåðàòîðîâ ñõåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíàÿ íåäå-
òåðìèíèðîâàííàÿ ñõåìà ßíîâà, à Fin ⊆ V ar �
ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèî-
íàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ïðîñòîå ïåðåèìåíîâàíèå
ìåòîê, ìåòÿùèõ îïåðàòîðû, ïîçâîëÿåò ïî ñõåìå
S ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíóþ ñõå-
ìó S′, â êîòîðîé ëþáûå äâà îïåðàòîðà ïîìå÷åíû
ðàçíûìè ìåòêàìè. Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ Act, ñõå-
ìà S′ òîòàëüíà îòíîñèòåëüíî Fin òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñõåìà S′′ ≡

(
(a);S′

)
òîòàëüíà îòíî-

ñèòåëüíî Fin. Íî ñõåìà S′′ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì óòâåðæäåíèÿ 7, è, êðîìå òîãî, íà÷àëüíàÿ
ìåòêà 0 ìåòèò â íåé îïåðàòîð ïðèñâàèâàíèÿ. Ïî-
ýòîìó, åñëè ïðèìåíèòü ê ýòîé ñõåìå S′′ àëãîðèòì
Check, òî èìååì ñëåäóþùåå.

Âî-ïåðâûõ, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 7 ñëîæíîñòü
ýòîãî àëãîðèòìà exp(nA)×2(nC), ãäå ìíîæèòåëü
2(nC) âîçíèêàåò çà ñ÷¼ò ïåðåáîðà âñåõ áóëåâñêèõ
âåêòîðîâ (v1 . . . vmw1 . . . wn) ∈ {0, 1}m+n, à n +
m ≤ nC .
Âî-âòîðûõ, åñëè LastX ⊆ LabSpc � çíà÷åíèå

ïåðåìåííîéX ïî çàâåðøåíèè àëãîðèòìà, òî â ñè-
ëó óòâåðæäåíèÿ 7

{0} ∈ LastX ⇔
⇔ äëÿ ëþáîé ïîäõîäÿùåé äëÿ Fin ýðáðàíîâîé
ìîäåëè M ñóùåñòâóåò l ∈ {0} è ôèíàëüíàÿ

òðàññà S′′, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ (l, θ) ⇔
⇔ â ëþáîé ïîäõîäÿùåé äëÿ Fin ýðáðàíîâîé

ìîäåëè M ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîëíàÿ òðàññà,
íà÷èíàþùàÿñÿ ñ (0, θ) ⇔
⇔ S′′ òîòàëüíà îòíîñèòåëüíî Fin ⇔
⇔ S òîòàëüíà îòíîñèòåëüíî Fin.

Â êîíöå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà 3.3 óæå áûëî
ñêàçàíî, ÷òî àëãîðèòìû òðàíñëÿöèè PDL, SPDL,
DPDL è DSPDL â ñõåìû àíàëîãè÷íû àëãîðèòìó
EPDL2S; ïîýòîìó ðàçðåøèìîñòü ñ ýêñïîíåíöè-
àëíîé âåðõíåé îöåíêîé ñëîæíîñòè PDL, SPDL,
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DPDL è DSPDL ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ýòèõ
àëãîðèòìîâ òðàíñëÿöèè è ñëåäñòâèÿ 5 î ðàçðå-
øèìîñòè ïðîáëåìû îòíîñèòåëüíîé òîòàëüíîñòè.
Íî ôîðìàëüíî â ýòîé ñòàòüå (íà îñíîâàíèè ñëåä-
ñòâèÿ 5 è ñëåäñòâèé 3 è 4) ïîêà äîêàçàíî òîëüêî
ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 6. Ýëåìåíòàðíàÿ Ïðîïîçèöèîíàëü-
íàÿ Äèíàìè÷åñêàÿ Ëîãèêà EPDL è å¼ äåòåðìè-
íèðîâàííûé âàðèàíò DEPDL ðàçðåøèìû ñ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé âåðõíåé îöåíêîé ñëîæíîñòè.

4. ÏÐÎÏÎÇÈÖÈÎÍÀËÜÍÎÅ
µ-ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ

4.1 Ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêà µC

Ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêà ïðîïîçèöèîíàëüíîãî µ-
Èñ÷èñëåíèÿ (µ-Calculus µC) ðàñøèðÿþò ñèíòàê-
ñèñ (ñì. îïðåäåëåíèå 3) è ñåìàíòèêó (ñì. îïðåäå-
ëåíèå 5) Ýëåìåíòàðíîé Ïðîïîçèöèîíàëüíîé Äè-
íàìè÷åñêîé Ëîãèêè EPDL ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 24. Ïóñòü Con, V ar è Act �
òå æå àëôàâèòû áóëåâñêèõ êîíñòàíò, ïðîïî-
çèöèîíàëüíûõ è ïðîãðàììíûõ ïåðåìåííûõ, ÷òî
è äëÿ EPDL. Ñèíòàêñèñ µC ñîñòîèò èç ôîðìóë,
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðíîé èíäóêöè-
åé:

• Âñå ñðåäñòâà ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë, ðàçðå-
ø¼ííûå â EPDL, ÿâëÿþòñÿ ëåãàëüíûìè è â
µC: áóëåâñêèå êîíñòàíòû, ïðîïîçèöèîíàëü-
íûå ïåðåìåííûå, ïðîïîçèöèîíàëüíûå êîìáè-
íàöèè ôîðìóë áåç êîëëèçèé ñâîáîäíûõ è ñâÿ-
çàííûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ26, ìîäàëü-
íîñòè íåîáõîäèìîñòè è âîçìîæíîñòè.

26Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé â âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ñâÿ-
çàííûì, åñëè ýòî âõîæäåíèå íàõîäèòñÿ â îáëàñòè äåé-
ñòâèÿ êàêîãî-ëèáî êîíñòðóêòîðà µ è/èëè ν â ýòîì âûðà-
æåíèè; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé íàçû-
âàåòñÿ ñâîáîäíûì; íàïðèìåð, â âûðàæåíèè

(
(µ p.〈a〉p) ∧

(〈a〉¬p)
)
ïåðâîå âõîæäåíèå ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåí-

íîé p ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííûì, à âòîðîå � ñâîáîäíûì. Êîëè-
çèÿ ñâîáîäíûõ è ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ � ýòî ñèòóàöèÿ,
â êîòîðîé êàêàÿ-ëèáî ïåðåìåííàÿ èìååò ñâîáîäíîå è ñâÿ-
çàííîå âõîæäåíèÿ (â ðàçíûå ñèíòàêñè÷åñêè íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ ïîäôîðìóëû); íàïðèìåð, â ýòîì æå âûðàæåíèè(
(µ p.〈a〉p) ∧ (〈a〉¬p)

)
åñòü êîëëèçèÿ ïåðåìåííûõ.

• Äëÿ ëþáîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé
x ∈ V ar è ôîðìóëû φ áåç íåãàòèâíûõ27

âõîæäåíèé x, êîíñòðóêòîðû íàèìåíüøåé
íåïîäâèæíîé òî÷êè (µx.φ) è íàèáîëüøåé
íåïîäâèæíîé òî÷êè (νx.φ) ÿâëÿþòñÿ ôîð-
ìóëàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ñèíòàêñèñ EPDL � ôðàãìåíò
ñèíòàêñèñà µC, â êîòîðîì íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü
êîíñòðóêòîðû íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Äëÿ óäîá-
ñòâà ÷òåíèÿ è çàïèñè ôîðìóë ìû áóäåì èñïîëü-
çîâàòü òå æå ïðàâèëà îïóñêàíèÿ ñêîáîê, ÷òî è
äëÿ EPDL.
Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå

ñâÿçàííûå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå â
ëþáîé µC-ôîðìóëå ðàçëè÷íû28. Çíà÷èò, èç äâóõ
êîíñòðóêöèé

• (µ p.〈a〉p) ∧ (ν p.〈a〉¬p),

• (µ p.〈a〉p) ∧ (ν q.〈a〉¬q)

ïåðâàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé µ-Èñ÷èñëåíèÿ, à
âòîðàÿ � ÿâëÿåòñÿ.
Ââåä¼ì íåñêîëüêî óäîáíûõ è ïîëåçíûõ ñèí-

òàêñè÷åñêèé îïåðàöèé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèí-
òàêñè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ r è äâóõ ïðîèçâîëüíûõ
ñèíòàêñè÷åñêèõ âûðàæåíèé îäíîãî òèïà29 s è
t îáîçíà÷èì ÷åðåç rt/s ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè t
âìåñòî âñåõ âõîæäåíèé s â r; òàêæå îáîçíà÷èì
÷åðåç r0

t/s âûðàæåíèå t, à äëÿ ëþáîãî n ≥ 0 îáî-

çíà÷èì ÷åðåç rn+1
t/s âûðàæåíèå rrn

t/s
/s; òàêèì îá-

ðàçîì, rmt/s � ðåçóëüòàò m-êðàòíîé ïîäñòàíîâêè
t âìåñòî s â φ. Íàïðèìåð, åñëè φ � ýòî ôîðìóëà
ψ ∨ 〈a〉x (ãäå x ∈ V ar è a ∈ Act) òî30

• φ0
true/x ≡ true,

• φ1
true/x ≡ (ψ ∨ (〈a〉true)),

27Âõîæäåíèå ïîäôîðìóëû â ôîðìóëó íàçûâàåòñÿ íåãà-
òèâíûì, åñëè ýòî âõîæäåíèå íàõîäèòñÿ â îáëàñòè äåé-
ñòâèÿ íå÷¼òíîãî ÷èñëà îòðèöàíèé ¬ â ýòîé ôîðìóëå; â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå âõîæäåíèå ïîäôîðìóëû íàçûâàåòñÿ
ïîçèòèâíûì. Íàïðèìåð, â ôîðìóëå ¬〈a〉¬p ∧ 〈a〉¬p ïåð-
âîå âõîæäåíèå ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé p ÿâëÿåò-
ñÿ ïîçèòèâíûì, à âòîðîå � íåãàòèâíûì.

28Òåì ñàìûì ìû èçáåãàåì íåîáõîäèìîñòè ââîäèòü ïîíÿ-
òèå α-êîíâåðñèè, îáû÷íîé äëÿ ïåðåèìåíîâûâàíèÿ ðàçíûõ
ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ.

29ò.å., íàïðèìåð, ïàðû ôîðìóë, ïàðû ïðîãðàìì è ò.ä.
30Â ýòîé ñòàòüå ìû èñïîëüçóåì çíàê '≡' äëÿ ñèíòàêñè-

÷åñêîé èäåíòè÷íîñòè âûðàæåíèé, à çíàê `=' � äëÿ ñåìàí-
òè÷åñêîãî ðàâåíñòâà.
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• φ2
true/x ≡ (ψ ∨ (〈a〉(ψ ∨ (〈a〉true)))),

è ò.ä.

Ââåä¼ì íåñêîëüêî ñåìàíòè÷åñêèõ îïåðàöèé
äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñåìàíòèêó µC.
Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : X × Y , ïðîèçâîëüíûõ
ýëåìåíòîâ x ∈ X è y ∈ Y îáîçíà÷èì ÷åðåç31

upd(f, x, y) ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ èç X â Y :

λz ∈ X. åñëè z = x òî y èíà÷å f(y).

Åñëè M = (D,R,E) � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü,
S ⊆ D � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, à
x ∈ V ar � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî
îáîçíà÷èì ÷åðåç MS/x ìîäåëü (D,R,ES/x), ãäå
ES/x = upd(E, x, S) � îçíà÷èâàíèå, êîòîðîå ìî-
æåò îòëè÷àòüñÿ îò E òîëüêî íà ïðîïîçèöèîíàëü-
íîé ïåðåìåííîé x, ïðè÷¼ì ES/x(x) = S.

Ñåìàíòèêà µC îïðåäåëÿåòñÿ (êàê è äëÿ âñåõ
ðàññìîòðåííûõ ïðîãðàììíûõ ëîãèê) â ìîäåëÿõ
ïîñðåäñòâîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ îçíà÷èâàíèÿ (çà-
äàííîãî ìîäåëüþ äëÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ) ñòðóêòóðíîé èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ
ôîðìóë.

Îïðåäåëåíèå 25. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìîäåëè
M = (D,R,E) èìååì:

• M(true), M(false), M(x) (äëÿ ëþáîé ïðîïî-
çèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé x ∈ V ar),M(¬φ),
M(φ∧ψ), M(φ∨ψ), M(〈a〉φ) è M([a]φ) (äëÿ
ëþáîé ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ V ar) �
àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ 5;

• M(µx.φ) � íàèìåíüøåå (îòíîñèòåëüíî ÷à-
ñòè÷íîãî ïîðÿäêà ⊆) ìíîæåñòâî ñîñòîÿ-
íèé S ⊆ D òàêîå, ÷òî MS/x(φ) = S;

• M(µx.φ) � íàèáîëüøåå (îòíîñèòåëüíî ÷à-
ñòè÷íîãî ïîðÿäêà ⊆) ìíîæåñòâî ñîñòîÿ-
íèé S ⊆ D òàêîå, ÷òî MS/x(φ) = S.

Äëÿ µC îòíîøåíèå âûïîëíèìîñòè |=, âûïîë-
íèìîñòü, èñòèííîñòü â ìîäåëÿõ è òîæäåñòâåííàÿ
èñòèííîñòü îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî EPDL.

Âàðèàíò µ-Èñ÷èñëåíèÿ, â êîòîðîì èñïîëü-
çóþòñÿ òîëüêî äåòåðìèíèðîâàííûå ìîäåëè,
ìû áóäåì íàçûâàòü äåòåðìèíèðîâàííûì µ-
Èñ÷èñëåíèåì (µD-Èñ÷èñëåíèåì, µD), à âàðèàíò,
â êîòîðîì èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî òîòàëüíûå

31upd � àááðèâèàòóðà îò update

äåòåðìèíèðîâàííûå ìîäåëè � òîòàëüíûì
µ-Èñ÷èñëåíèì (µT-Èñ÷èñëåíèåì, µT).
Îïðåäåëåíèå ñåìàíòèêè µC (è åãî âàðèàíòîâ)

íóæäàåòñÿ â íåêîòîðîì îáîñíîâàíèè, òàê êàê èñ-
ïîëüçóåò (êàê áû ïîäðàçóìåâàåò) ñóùåñòâîâàíèå
â ëþáîé ìîäåëè M íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøå-
ãî â (2D,⊆) ðåøåíèÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî
ñåìàíòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ MS/x(φ) = S. Êîð-
ðåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç ñâîé-
ñòâà ìîíîòîííîñòè ôîðìóë µC è òåîðåìû
Êíàñòåðà-Òàðñêîãî î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ [23,
12, 29]. Ìîíîòîííîñòü µC-ôîðìóë � ýòî ñëåäó-
þùåå ñâîéñòâî:

Óòâåðæäåíèå 8. Äëÿ ëþáîé ïðîïîçèöèî-
íàëüíîé ïåðåìåííîé x ∈ V ar, ïðîèçâîëüíîé
µC-ôîðìóëû φ, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìîäåëè
M = (D,R,E) åñëè φ íå èìååò íåãàòèâ-
íûõ âõîæäåíèé x, òî ôóíêöèÿ ôóíêöèÿ
λS ⊆ D.MS/x(φ) : 2D → 2D ìîíîòîííî íå óáû-
âàåò (îò îòíîøåíèþ ⊆), è, åñëè φ íå èìååò
ïîçèòèâíûõ âõîæäåíèé x, òî ýòà ôóíêöèÿ
ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò.

Èç-çà îãðàíè÷åííîñòè ìåñòà ìû íå áóäåì çäåñü
âîñïðîèçâîäèòü íè äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ, íè îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè îïðåäåëå-
íèÿ ñåìàíòèêè µC, íè äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùå-
ãî âàæíîãî äëÿ íàñ ñëåäñòâèÿ èç ñâîéñòâà ìîíî-
òîííîñòè è òåîðåìû Êíàñòåðà-Òàðñêîãî:

Ñëåäñòâèå 7. Äëÿ ëþáîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé
ïåðåìåííîé x ∈ V ar, ïðîèçâîëüíîé µC-ôîðìóëû
φ (ê êîòîðîé ëåãàëüíî ïðèìåíÿòü ñâÿçûâàíèå
µx èëè νx), äëÿ ëþáîãî n ≥ 0 è ïðîèçâîëü-
íîé ìîäåëè M èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âêëþ-
÷åíèÿ: M(φnfalse/x) ⊆ M(µx.φ) and M(νx.φ) ⊆
M(φntrue/x).

Â ñòàòüå [12], â êîòîðîé áûëî îïðåäåëåíî µ-
Èñ÷èñëåíèå, áûëè îïðåäåëåíû ñèíòàêñèñ, ñåìàí-
òèêà (â òåðìèíàõ ìîäåëåé) è ïðåäëîæåíà êîð-
ðåêòíàÿ àêñèîìàòèçàöèÿ32. Ïåðâàÿ êîððåêòíàÿ
è ïîëíàÿ àêñèîìàòèçàöèÿ µC áûëà ïîñòðîåíà
òîëüêî ñïóñòÿ 10 ëåò [28], à ïîëíîòà èñõîäíîé àê-
ñèîìàòèçàöèè áûëà äîêàçàíà òîëüêî ÷åðåç 17 ëåò
[29] ïîñëå ïóáëèêàöèè ðàáîòû [12].

32Òàêèì îáðàçîì, èçíà÷àëüíî µ-Èñ÷èñëåíèå íå áûëî èñ-
÷èñëåíèåì â îáùåëîãè÷åñêîì ñìûñëå ñëîâà (ñì. ðàçäåë
1.2), à áûëî ÿçûêîì ñ ñåìàíòè÷åñêè îïðåäåë¼ííûì ïîíÿ-
òèåì âûïîëíèìîñòè è èñòèííîñòè.
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Êàê óæå áûëî ñêàçàíî ðàíåå, ðàçðåøèìîñòü µ-
Èñ÷èñëåíèÿ ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé âåðõíåé îöåí-
êîé ñëîæíîñòè áûëà ñíà÷àëà äîêàçàíà ñõåì-
íûì ìåòîäîì [18] (ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáù¼í-
íîé ïðîáëåìû òîòàëüíîñòè) è (íåñêîëüêî ïîçæå)
� òåîðåòèêî-àâòîìàòíûì ìåòîäîì [9] (ñâåäåíèåì
ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè ê ïðîáëåìå íåïóñòîòû
àâòîìàòîâ Áþõè [5, 7, 34]). Â òîé æå ðàáîòå [9]
áûëà óñòàíîâëåíà ïîëíîòà ïðîáëåìû âûïîëíè-
ìîñòè äëÿ µC â êëàññå EXP − Time.

4.2 Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ è âûðà-
çèòåëüíàÿ ñèëà µC

Ìû óæå âèäåëè â ðàçäåëå 2.3, ÷òî ñÿêàÿ ïðî-
ãðàììà è ôîðìóëà SPDL ýêâèâàëåíòíû íåêîòî-
ðîé ïðîãðàììå è (ñîîòâåòñòâåííî) ôîðìóëå PDL.
Òàê êàê âñå ïðîãðàììû µC � ýòî ïðîãðàììíûå
ïåðåìåííûå, òî, ðàçóìååòñÿ, íå âñå ïðîãðàììû
PDL ìîãóò áûòü ýêâèâàëåíòíû ïðîãðàììàì µC.
Íî çàòî âñÿêàÿ ôîðìóëà PDL ýêâèâàëåíòíà íåêî-
òîðîé ôîðìóëå µC.
Äåéñòâèòåëüíî, âî-ïåðâûõ ìîæíî çàìåòèòü,

÷òî äëÿ ëþáûõ PDL-ïðîãðàìì α è β, äëÿ ëþ-
áûõ PDL-ôîðìóë φ è ψ ñëåäóþùèå ïàðû PDL-
ôîðìóë ýêâèâàëåíòíû:

• [φ?]ψ è φ→ ψ (ò.å. ¬φ ∨ ψ);

• 〈φ?〉ψ è φ ∧ ψ;

• [α;β]φ è [α]([β]φ);

• 〈α;β〉φ è 〈α〉(〈β〉φ);

• [α ∪ β]φ è ([α]φ) ∧ ([β]φ);

• 〈α ∪ β〉φ è (〈α〉φ) ∨ (〈β〉φ).

Âî-âòîðûõ, äëÿ ëþáûõ ïðîãðàììíîé è ïðîïîçè-
öèîíàëüíîé ïåðåìåííûõ a ∈ Act è p ∈ V ar ñëå-
äóþùèå ôîðìóëû ýêâèâàëåíòíû:

• [a∗]p è ν x.(p ∧ [a]x);

• 〈a∗〉p è µ x.(p ∨ 〈a〉x).

Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàìêàõ µC ìîæíî ââåñòè ìàê-
ðîñû [?] è 〈?〉, [; ] è 〈; 〉, [∪] è 〈∪〉, [∗] è 〈∗〉, ïðè-
÷¼ì, òîëüêî äâà ïîñëåäíèõ ìàêðîñà èñïîëüçóþò
êîíñòðóêòîðû íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Áîëåå òîãî, â
ðàìêàõ µC ìîæíî ðàçðåøèòü èñïîëüçîâàòü ëþ-
áûå ïðîãðàììíûå êîíåñòðóêöèè PDL è SPDL,

ýëèìèíèðóÿ èõ ïî ïðàâèëàì, çàâèñÿùèì îò òî-
ãî, âíóòðè êàêèõ ìîäàëüíîñòåé 〈 〉 èëè [ ] ýòè
êîíñòðóêöèè èñïîëüçóþòñÿ.
Îäíàêî, âûðàçèòåëüíàÿ ñèëà µC ñèëüíåå ÷åì

âûðàçèòåëüíàÿ ñèëà PDL, ò.å. ñóùåñòâóþò ôîð-
ìóëû µC, êîòîðûå íå èìåþò ýêâèâàëåíòíûõ â
PDL. Íàïðèìåð, ðàñìîòðèì äâå íîâûõ êîíñòðóê-
òîðà ôîðìóë [22]: äëÿ ëþáîé ïðîãðàììû α ëþáî-
ãî âàðèàíòà L ëîãèêè PDL loop(α) è ∆α � ôîð-
ìóëû ëîãèêè loop-L è ∆L ñîîòâòåñòâåííî (íàïðè-
ìåð, loop-DSPDL è ∆-PDL). Ñåìàíòèêà íîâûõ
ôîðìóë îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ
ëþáîé ìîäåëè M = (D,R,E) è ëþáîãî ñîñòîÿ-
íèÿ s ∈ D èìååì

• s |=M loop(α) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-
ùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ òðàñ-
ñà33 ïðîãðàììû α, íà÷èíàóùàÿñÿ ñ ñîñòîÿ-
íèÿ s;

• s |=M ∆α òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî-
ñòîÿíèé s0, . . . , sk, s(k+1), . . . òàêàÿ, ÷òî s0 =
s è sk〈α〉Ms(k+1) äëÿ ëþáîãî k ≥ 0.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôîðìóëû φ è
ïðîãðàìì α è β ëþáîãî âàðèàíåòà PDL ñëåäóþ-
ùèå ïàðû ôîðìóë ýêâèâàëåíòíû:

• loop(φ?) è false;

• loop(α;β) è loop(α) ∨ 〈α〉loop(β);

• loop(α ∪ β) è loop(α) ∨ loop(β);

• loop(α∗) è ∆α ∨ 〈α∗〉loop(α);

• ∆α è ν x.〈α〉x, ãäå x ∈ V ar � íîâàÿ ïðîïî-
çèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî âàðèàíòà L ëîãèêè
PDL, ëîãèêà loop-L âûðàçèìà â ∆L, êîòîðàÿ âû-
ðàçèìà â µ-Èñ÷èñëåíèè èëè (åñëè L � äåòåðè-
ìíèðîâàííûé âàðèàíò èëè òîòàëüíî äåòåðìèíè-
ðîâàííûé âàðèàíò PDL) â äåòåðìèíèðîâàííîì
µ-Èñ÷èñëåíèè è, ñîîòâòåñòâåííî, â òîòàëüíîì µ-
Èñ÷èñëåíèè. Îäíàêî èçâåñòíî [22], ÷òî µC èìååò

33 Òàê æå êàê â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 2 (ñì.
ñíîñêó 12) ìû íå îïðåäåëÿåì ýòî ïîíÿòèå ôîðìàëüíî,
íî èíòóèòèâíî îíî ñîâåðøåííî ÿñíî: ýòî ëþáàÿ áåñêî-
íå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé, êîòîðóþ �ïðîøëà�
ïðîãðàììà ïðè å¼ íåêîòîðîì èñïîëíåíèè îò íà÷àëà äî
êîíöà.
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áîëüøóþ âûðàçèòåëüíóþ ñèëó, ÷åì ∆PDL, êîòî-
ðàÿ ñèëüíåå loop-PDL, à loop-PDL èìååò áîëü-
øóþ âûðàçèòåëüíóþ ñèëó, ÷åì PDL.
Åù¼ îäèí ïðèìåð ôîðìóëû µC, êîòîðàÿ íå âû-

ðàçèìà â PDL [31], � ýòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

WINA ≡
≡ µ x.

(
¬winB ∧ winA∨
∨
(
¬winB ∧ 〈moveA〉(winA∨

∨¬winB ∧ [moveB]x)
))
.

Ýòà ôîðìóëà èìååò îòíîøåíèå ê ðåøåíèþ ïî-
çèöèîííûõ èãð äâóõ èãðîêîâ ñ íóëåâîé ñóììîé.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìîäåëüM = (D,R,E) ïðåä-
ñòàâëÿåò ïîçèöèîííóþ èãðó äâóõ èãðîêîâ A è B,
åñëè

• D � ýòî ìíîæåñòâî ïîçèöèé,

• R(moveA) è R(moveB) � ìíîæåñòâî õîäîâ
èãðîêîâ A è B ñîîòâåòñòâåííî,

• R(winA) è R(winB) � íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ìíîæåñòâà âûèãðûøíûõ ïîçèöèé èãðîêîâ A
è B ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè èãðó íà÷èíàåò èãðîê A, à èãðîêè õîäÿò ïî
î÷åðåäè (A - B - A - . . . ) äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ
â ìíîæåñòâî âûèãðûøíûõ ïîçèöèé A (òîãäà âû-
èãðûâàåò A) èëè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â ìíîæå-
ñòâî âûèãðûøíûõ ïîçèöèé B (òîãäà âûèãðûâà-
åò B), òî ôîðìóëà WINA âûäåëÿåò â ìîäåëèM ,
ïðåäñòàâëÿþùåé ïîçèöèîííóþ èãðó äâóõ èãðî-
êîâ A è B, ìíîæåñòâî M(WINA) âñåõ òåõ ñîñòî-
ÿíèé (ïîçèöèé), â êîòîðûõ ó A åñòü âûèãðûøíàÿ
ñòðàòåãèÿ ïðîòèâ B.
Ïðèâåä¼ì òåïåðü ïðèìåð ôîðìóëû µC,

èñïîëüçóþùåé âëîæåííûå êîíñòðóêòîðû íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê. (Ýòîò ïðèìåð èãðàåò îñîáóþ
ðîëü â ðàáîòàõ [19, 20].)

Îïðåäåëåíèå 26. Ïóñòü Fun ⊆ Act � ïðîèç-
âîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâîð ïðîãðàììíûõ ïå-
ðåìåííûõ, φ � ïðîèçâîëüíàÿ µC-ôîðìóëà, M =
(D,R,E) � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü, à s ∈ D �
ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé s0, s1, · · · ⊆ D ïîðîæäå-
íà Fun èç s â M , åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
� áåñêîíå÷íàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ òðàññà34 PDL-
ïðîãðàììû (

⋃
a∈Fun a)∗, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ ñîñòî-

ÿíèÿ s (ò.å. s0 = s è äëÿ ëþáîãî k ≥ 0 íàéä¼òñÿ

34Ñì. ñíîñêó 33.

ïðîãðàììíàÿ ïåðåìåííàÿ a ∈ Fun òàêàÿ, ÷òî
(sk, sk+1) ∈ R(a)). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

• ôîðìóëà φ íåèçáåæíà äëÿ Fun âM èç s, åñ-
ëè ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîñòîÿíèé s0, s1, · · · ⊆ D ïîðîæä¼ííàÿ Fun
èç s â M ñîäåðæèò ñîñòîÿíèå sj |=M φ;

• ìíîæåñòâî Fun ñïðàâåäëèâî äëÿ (èëè ïî
îòíîøåíèþ ê) φ â M èç s, åñëè êàæäàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé s0, s1, · · · ⊆ D
ïîðîæä¼ííàÿ Fun èç s âM èìååò áåñêîíå÷-
íî ìíîãî ýëåìåíòîâ35 t òàêèõ, ÷òî t |=M φ
(ò.å. φ áåñêîíå÷íî ÷àñòî âûïîëíåíà â ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).

Îïðåäåëåíèå 27. Ïóñòü Fun ⊆ Act � ïðîèç-
âîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîãðàììíûõ ïå-
ðåìåííûõ, φ � ïðîèçâîëüíàÿ µC-ôîðìóëà. Îïðå-
äåëèì äâà ìàêðîñà:

• ïóñòü36 AF (Fun, φ) � ýòî ìàêðîñ äëÿ
µy.(φ ∨

∧
a∈Fun[a]y),

• à fair(Fun, φ) � ìàêðîñ äëÿ νx.AF (Fun, φ∧
x).

Óòâåðæäåíèå 9. Äëÿ ëþáîé ìîäåëè
M = (D,R,E) è ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s ∈ D, ïðî-
èçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðîãðàììíûõ
ïåðåìåííûõ Fun è ïðîèçâîëüíîé µC-ôîðìóëû φ
èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

• s |=M AF (Fun, φ) ⇔ φ íåèçáåæíà äëÿ Fun
â M èç s;

• s |=M fair(Fun, φ) ⇔ Fun ñïðàâåäëèâà ïî
îòíîøåíèþ ê φ â M èç s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ èç ýòèõ ýêâèâàëåíòíî-
ñòåé äîñòàòî÷íî òðèâèàëüíà è, ïî êðàéíåé ìå-
ðå, õîðîøî èçâåñòíà èç êîíòåñòà Computational
Tree Logic [7, 34]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ áåñêîíå÷-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé s0, s1, · · · ⊆ D
ïîðîæä¼ííóþ Fun èç s â M òàêóþ, ÷òî s0 |=M

fair(Fun, φ); â ñîîòâåñòâèè ñ ïåðâîé ýêâèâàëåíò-
íîñòèüþ, â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ñîñòîÿ-
íèå t0 |=M φ∧AF (Fun, fair(Fun, φ)), ò.å. t0 |=M

35Âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèõ ñîñòîÿíèé, íî ñ ðàçíûìè èí-
äåêñàìè â s0, s1, . . .

36 AF means Always in Future � ìîäàëüíîñòü èç òåìïî-
ðàëüíîé ëîãèêè âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè Computation Tree
Logic CTL [7, 34].

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ No âåðñèè 2 Ðàáî÷èé ïîëíûé âàðèàíò



26 Øèëîâ Í.Â., Øèëîâà Ñ.Î., Áåðíøòåéí À.Þ.

φ è t0 |=M AF (Fun, fair(Fun, φ)); ñëåäîâàòåëü-
íî, â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ñîñòîÿíèå t1
(ãäå-òî ïîñëå t0), â êîòîðîì èìååò ìåñòî t1 |=M

φ ∧ AF (Fun, fair(Fun, φ)); äëÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ
ìû ìîæåì ïîâòîðèòü òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è
äëÿ t0 è íàéòè ñîñòîÿíèå t2, â êîòîðîì èìååò ìå-
ñòî t1 |=M φ ∧AF (Fun, fair(Fun, φ)) , è òàê äà-
ëåå.

Â çàêëþ÷åíèè äàííîãî ðàçäåëà ñîøë¼ìñÿ íà
áîëåå àáñòðàêòíóþ õàðàêòåðèñòèêó âûðàçèòåëü-
íîé ñèëû µ-Èñ÷èñëåíèÿ: â ðàáîòå [25] ïîêàçàíî,
÷òî µC íà äðåâîâèäíûõ ìîäåëÿõ èìååò ðàâíóþ
âûðàçèòåëüíóþ ñèëó ñ òåîðèåé âòîðîãî ïîðÿäêà
ìîíàäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëåäîâàíèÿ S(n)S [15].

5. ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ µ-ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß

5.1 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå 11: ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà
íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå, åñëè âñå ñëó÷àè
îïòðèöàíèÿ â ýòîé ôîðìóëå íàõîäÿòñÿ íà óðîâíå
ëèòåðàëîâ. Êàê áûëî ïîêàçàíî, â óòâåðæäåíèè
1, ëþáàÿ ôîðìóëà ëþáîé èç ðàññìîòðåííûõ ðà-
íåå â ýòîé ñòàòüå ëîãèê ìîæåò áûòü ïðåîáðàçî-
âàíà çà êâàäðàòè÷íîå âðåìÿ íà ëèíåéíîé ïàìÿ-
òè ê ýêâèâàëåíòíîé íîðìàëüíîé ôîðìóëå ýòîé
æå ëîãèêè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ôîðìóëà
µC(è, ñëåäîâàòåëüíî, å¼ âàðèàíòîâ µD è µT)
òîæå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà çà êâàäðàòè÷-
íîå âðåìÿ íà ëèíåéíîé ïàìÿòè â ýêâèâàëåíòíóþ
íîðìàëüíóþ ôîðìóëó ñîîòâåòñòâóþùåé ëîãèêè;
ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 1 è

Óòâåðæäåíèå 10. Äëÿ ëþáîé ïðîïîçèöèîíàëü-
íîé ïåðåìåííîé x ∈ V ar è ïðîèçâîëüíîé µC-
ôîðìóëû φ (ê êîòîðîé ëåãàëüíî ïðèìåíÿòü ñâÿ-
çûâàíèå µx èëè νx) ñëåäóþùèå ïàðû ôîðìó ýê-
âèâàëåíòíû:

• ¬(µx.φ) è νx.(¬φ(¬x)/x),

• ¬(νx.φ) è µx.(¬φ(¬x)/x).

Äëÿ µ-èñ÷èñëåíèÿ èìååò ìåñòî àíàëîã óòâåð-
æäåíèÿ 2 (âïåðâûå äîêàçàí â [18]):

Óòâåðæäåíèå 11. Ïóñòü φ � ïðîèçâîëüíàÿ
ôèêñèðîâàííàÿ µC-ôîðìóëà. Äëÿ êàæäîé ïðî-
ãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ Act, êîòîðàÿ âñòðå-
÷àåòñÿ â φ, ïóñòü fa è ga � íîâûå ïðîãðàìì-
íûå ïåðåìåííûå, à pa � íîâàÿ ïðîïîçèöèîíàëü-
íàÿ ïåðåìåííàÿ (èíäèâèäóàëüíûå äëÿ êàæäîãî
a). Ïóñòü ôîðìóëà totdet(φ) ïîëó÷àåòñÿ â ðå-
çóëüòàòå çàìåíû â φ âñåõ âõîæäåíèé êàæäîé
ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé a ∈ Act íà ïðîãðàì-
ìó37 (f∗a ; pa?; ga); òîãäà èìååì: ôîðìóëà φ ðàâ-
íîèñòèííà ñ ôîðìóëîé totdet(φ) òîòàëüíîãî äå-
òåðìèíèðîâàííîãî âàðèàíòà µC (ò.å. µT).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñ¼ ïðîèñõîäèò àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 2 çà èñêëþ÷å-
íèåì ïåðâîãî ýòàïà äîêàçàòåëüñòâà, êîãäà ïî
ïðîèçâîëüíîé ìîäåëè M è ñîñòîÿíèþ s èä¼ò
ïîñòðîåíèå êîíå÷íîé ìîäåëè M ′, ñîäåðæàùåé
ýòî æå ñîñòîÿíèå s, òàêîé, ÷òî s |=M φ ⇔
s |=M ′ φ; òåïåðü ìû íå ìîæåì ïîñòðîèòü êîíå÷-
íóþ ìîäåëü, íî ìîæåì ïîñòðîèòü ñ÷¼òíóþ (÷òî
äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ)
ïîñëå íåêîòîðûõ âñïîìîãàòíëüíûõ ìàíèïóëÿöèé
ñ ôîðìóëîé.

Âî-ïåðâûõ, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 10 íå òåðÿÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìóëà φ íàõî-
äèòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå. Âî-âòîðûõ, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî â ôîðìóëå φ íåò êîíñòðóêöîðîâ íàè-
ìåíüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êè µ êðîìå êàê â îä-
íîé ñïåöèàëüíîé ôîðìå 〈U〉, ãäå U � ýòî ïðî-
ãðàììà

(⋃
a âñòðå÷àåòñÿ â φ a

)∗
. Äåéñòâèòåëüíî, â

ñèëó ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè (óòâåðæäåíèå 8)
íîðìàëüíàÿ ôîðìóëà φ ðàâíîèñòèííà ñ ôîðìó-
ëîé φ(x∨〈U〉(ψ∧¬x))/(µx.ψ): ôîðìóëà x∨〈U〉(ψ∧¬x)
ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå [U ](ψ → x)→ x, à â ìîäå-
ëè ïîñûëêà ýòîé ôîðìóëû îçíà÷àåò, ÷òî âî âñåõ
äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèÿõ îçíà÷èâàíèå ïåðåìåí-
íîé x ñîäåðæèò íåïîäâèæíóþ òî÷êó (è, ñëåäî-
âàòåëüíî, íàèìåíüøóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó).

È òàê, ïóñòü äàíû ïðîèçâîëüíûå íîðìàëüíàÿ
µC-ôîðìóëà áåç êîíñòðóêöèé íàèìåíüøåé íåïî-
äâèæíîé òî÷êè êðîìå êàê â îäíîé ñïåöèàëüíîé
ôîðìå 〈U〉, ìîäåëü M = (D,R,E) è ñîñòîÿíèå
s ∈ D. Ïóñòü OBL � ñïåöèàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ

37Íàïîìíèì, ÷òî â ðàìêàõ µC ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþ-
áûå ïðîãðàììíûå êîíåñòðóêöèè PDL è SPDL, ïîíèìàÿ è
ýëèìèíèðóÿ èõ ïî ïðàâèëàì, çàâèñÿùèì îò òîãî, âíóòðè
êàêèõ ìîäàëüíîñòåé 〈 〉 èëè [ ] ýòè êîíñòðóêöèè èñïîëü-
çóþòñÿ.
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òèïà î÷åðåäü38 äëÿ õðàíåíèÿ ïàð âèäà (ñîñòîÿ-
íèå, ôîðìóëà), èíèöèàëèçèðóåì å¼ ïóñòîé î÷å-
ðåäüþ, à çàòåì ïîñòàâèì â î÷åðåäü ïàðó (s, φ).
Òåïåðü, ïîêà OBL íåïóñòàÿ î÷åðåäü âûïîëíÿåì
ñëåäóþùèé öèêë:

• ïóñòü (t, ψ) � ïåðâàÿ ïàðà (�ãîëîâà�) â î÷å-
ðåäè OBL; óäàëèì ýòó ïàðó èç OBL;

• åñëè ψ íå ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé BOOL áåç ïå-
ðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ â φ, òî ïîñòóïàåì â ñî-
îòâåñòâèè ñ ðàçáîðîì ñëó÷àåâ:

� åñëè ψ � ýòî ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðå-
ìåííàÿ x, ñâÿçàííàÿ â φ â ïîäôîðìó-
ëå νx.ξ, òî ñòàâèì â î÷åðåäü OBL ïàðó
(t, ξ);

� åñëè ψ � ýòî ôîðìóëà âèäà ξ ∧ χ èëè
ξ∨χ, òî ñòàâèì â î÷åðåäüOBL äâå ïàðû
(t, ξ) è (t, χ);

� åñëè ψ � ýòî ôîðìóëà âèäà 〈a〉ξ èëè [a]ξ
è t |=M ψ, òî ïóñòü v � ïðîèçâîëüíîå
ñîñòîÿíèå M òàêîå, ÷òî v |=M ξ; ïîñòà-
âèì â î÷åðåäü OBL ïàðó (v, ξ);

� åñëè ψ � ýòî ôîðìóëà âèäà 〈a〉ξ èëè [a]ξ
è t 6|=M ψ, òî ïóñòü v � ïðîèçâîëüíå ñî-
ñòîÿíèåM òàêîå, ÷òî v 6|=M ξ; ïîñòàâèì
â î÷åðåäü OBL ïàðó (v, ξ);

� åñëè ψ � ýòî ôîðìóëà âèäà 〈U〉ξ è
t |=M ψ, òî ïóñòü v � ïðîèçâîëüíîå ñî-
ñòîÿíèåM òàêîå, ÷òî v |=M ξ; ïîñòàâèì
â î÷åðåäü OBL ïàðó (v, ξ);

� åñëè ψ � ýòî ôîðìóëà âèäà 〈U〉ξ è
t 6|=M ψ, òî ïóñòü v � ïðîèçâîëüíå ñî-
ñòîÿíèåM òàêîå, ÷òî v 6|=M ξ; ïîñòàâèì
â î÷åðåäü OBL ïàðó (v, ξ).

Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì îïðåäåëÿåò ïðîöåññ,
êîòîðûé ìîæåò ðàáîòàòü áåñêîíå÷íî (òàê êàê
êàæäûé ðàç êîãäà âî âðåìÿ öèêëà äîõîäèì äî
ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ ìû äîáàâëÿåì íîâûå ïà-
ðû, íî ñ áîëåå ñëîæíûìè ôîðìóëàìè). Îäíà-
êî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ïîÿâëÿëèñü âî
âðåìÿ ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà, ñ÷¼òíî. Îáîçíà-
÷èì ýòî ìíîæåñòâî D′. Îáîçíà÷èì R′ ñëåäóþ-
ùóþ èíòåðïðåòàöèþ: R′(a) = {(t, u) ∈ (D′)2 :

38Â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 2 ýòà ïåðåìåííàÿ èìå-
ëà òèï ìíîæåñòâî.

(t, u) ∈ R(a)} äëÿ ëþáîé ïðîãðàììíîé ïåðåìåí-
íîé a ∈ Act. Îáîçíà÷èì E′ ñëåäóþùåå îçíà÷è-
âàíèå: E′(p) = {t ∈ D′ : t ∈ E(p)} äëÿ ëþ-
áîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé p ∈ V ar.
È, íàêîíåö, îáîçíà÷èì M ′ ìîäåëü (D′, R′, E′).
Î÷åâèäíî (èëè ìîæåò áûòü äîêàçàíî èíäóêöè-
åé ïî ñòðóêòóðå ôîðìóë), ÷òî äëÿ ëþáîé ôîð-
ìóëû ψ, äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ t ∈ D′, åñëè ïà-
ðà (t, ψ) âîçíèêàëà âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãî-
ðèòìà, òî t ∈ M(ψ) ⇔ t ∈ M ′(ψ). Â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è ôîðìóëû èìå-
åì s ∈ M(φ) ⇔ s ∈ M ′(φ). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå
ïåðåìåííûå, ñâÿçàííûå â ôîðìóëû ïîñðåäñòâîì
ν, â ìîäåëå M ′ îçíà÷åíû íåïîäâèæíûìè òî÷êà-
ìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîäôîðìóë; â ñèëó ñâîé-
ñòâà ìîíîòîííîñòè (óòâåðæäåíèå 8) ýòè îçíà÷è-
âàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåñòâóþùèìè íàèáîëüøèìè
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè. Òàêèì îáðàçîì, èñêî-
ìàÿ ñ÷¼òíàÿ ìîäåëü ïîñòðîåíà.

Èç óòâåðæäåíèé 10 è 11 è àíàëèçà äîêàçàòåëü-
ñòâà óòâåðæäåíèÿ 2, ñëåäóåò àíàëîã óòâåðæäå-
íèÿ 3:

Óòâåðæäåíèå 12. Ïðîèçâîëüíàÿ µC-ôîðìóëà φ
òîæäåñòâåííî èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà totdet(φ) âûïîëíèìà íà ïóñòîì ñëîâå θ â
ëþáîé ýðáðàíîâîé ìîäåëè.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñòâèåì òåî-
ðåìû Êíàñòåðà-Òàðñêîãî î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ.

Óòâåðæäåíèå 13. Äëÿ ëþáîé ïðîïîçèöèîíàëü-
íîé ïåðåìåííîé x ∈ V ar è ïðîèçâîëüíîé µT-
ôîðìóëû φ (ê êîòîðîé ëåãàëüíî ïðèìåíÿòü ñâÿ-
çûâàíèå µx èëè νx), äëÿ ëþáîé òîòàëüíîé äå-
òåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè M èìåþò ìåñòî ñëå-
äóþùèå ðàâåíñòâà:

• M(µx.φ) =
⋃
n≥0M(φnfalse/x),

• M(νx.φ) =
⋂
n≥0M(φntrue/x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îáîèõ ðà-
âåíñòâ ïðîõîäèò àíàëîãè÷íî îäíîâðåìåííîé
èíäóêöèåé ïî ÷èñëó êîíñòðóêöèé íåïîäâèæíûõ
òî÷åê â ôîðìóëå; áîëåå òîãî, äîêàçàòåëü-
ñòâî øàãà èíäóêöèè ïðîõîäèò àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó áàçû èíäóêöèè; ïîýòîìó ìû
çäåñü ïðèâåä¼ì òîëüêî äîêàçàòåëüñòâî áàçû
èíääóêöèè äëÿ êîíñòðóêòîðà íàèìåíüøåé
íåïîäâèæíîé òî÷êè, ò.å. äîêàæåì ðàâåíñòâî
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M(µx.φ) =
⋃
n≥0M(φnfalse/x) äëÿ ôîðìóëû φ íå

ñîäåðæàùåé êîíñòðóêöèé íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
Âî-ïåðâûõ, âêëþ÷åíèå

⋃
n≥0M(φnfalse/x) ⊆

M(µx.φ) âåðíî â ëþáîé ìîäåëè (ñì. ñëåäñòâèå
7).
Âî-âòîðûõ, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî⋃
n≥0M(φnfalse/x) 6= M(µx.φ). Îáîçíà÷èì⋃
n≥0M(φnfalse/x) ÷åðåç S. Ïî íàøåìó ïðåäïîëî-

æåíèþ MS/x(φ) 6= S. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
ñîñòîÿíèå s ∈ DM òàêîå, ÷òî s ∈ (MS/x(φ) \ S).
Òàê êàê φ íå ñîäåðæèò êîíñòðóêöèé íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê, à M � òîòàëüíàÿ äåòåðìè-
íèðîâàííàÿ ìîäåëü, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî Sfin ⊆ S such that s ∈ MSfin/x(φ).
Íî òîãäà s ∈

⋃
n≥0M(φnfalse/x) èç-çà êîíå÷íîñòè

Sfin. � Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñî ñäåëàííûì
ïðåäïîëîæåíèåì. Ïîýòîìó MS/x(φ) = S.

5.2 Òðàíñëÿöèÿ µ-Èñ÷èñëåíèÿ â ñõå-
ìû

Îïðåäåëåíèå 28. Îïåðàòîð â íåäåòåðèìíè-
ðîâàííîé ñõåìå ßíîâà íàçûâàåòñÿ íåçàùèù¼í-
íûì, åñëè â ýòîé ñõåìå ñóùåñòâóåò ïóòü îò
íà÷àëà (ìåòêè 0) äî ýòîãî îïåðàòîðà, ïðîõîäÿ-
ùèé òîëüêî ÷åðåç îïåðàòîðû âûáîðà; â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ çàùèù¼ííûì.

Îïðåäåëèì ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì µT2S
òðàíñëÿöèè íîðìàëüíûõ ôîðìóë òîòàëüíîãî äå-
òåðìèíèðîâàííîãî µ-Èñ÷èñëåíèÿ â áåñïåòåëüíûå
íåäåòåðìèíèðîâàííûå ñõåìû ßíîâà:

• Äëÿ êîíñòàíò true, false, ëèòåðàëîâ, êîíú-
þíêöèè è äèçúþíêöèè, ìîäàëüíñòè 〈 〉 (è ýê-
âèâàëåíòíîé39 ìîäàëüíîñòè [ ]) � àíàëîãè÷-
íî àëãîðèòìó TE2S;

• µT2S(µx.φ) ïîëó÷àåòñÿ èç ñõåìû µT2S(φ) â
ðåçóëüòàòå çàìåíû êàæäîãî îïåðàòîðà âûáî-
ðà if x then stop else excp ñ óñëîâèåì x íà
îïåðàòîð áåçóñëîâíîãî ïåðåõîäà goto {0}.

• µT2S(νx.φ) ïîëó÷àåòñÿ èç ñõåìû µT2S(φ) â
ðåçóëüòàòå çàìåíû

� êàæäîãî çàùèù¼ííîãî îïåðàòîðà
âûáîðà if x then stop else excp

39Êàê ýòî óæå áûëî îòìå÷åíî â ðàçäåëå 2.3, â òîòàëü-
íûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìîäåëÿõ ôîðìóëû [a]φ è 〈a〉φ
ýêâèâàëåíòíû.

ñ óñëîâèåì x íà îïåðàòîð âûáîðà
if x then {0} else stop,

� è êàæäîãî íåçàùèù¼ííîãî îïåðàòîðà
âûáîðà if x then stop else excp ñ óñëî-
âèåì x íà stop.

Óòâåðæäåíèå 14. Àëãîðèòì µT2S çà ýêñïî-
íåíöèàëüíîå âðåìÿ íà ëèíåéíîé ïàìÿòè ñòðî-
èò ïî íîðìàëüíûì ôîðìóëàì µT áåñïåòåëüíóþ
íåäåòåðìèíèðîâàííóþ ñõåìó ßíîâà.

Ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç
îïèñàíèÿ àëãîðèòìà, îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ýêñïî-
íåíöèàëüíîå âðåìÿ âîçíèêàåò èç-çà íåîáõîäèìî-
ñòè ðàñïîçíàòü â ñõåìå çàùèù¼ííûå è íåçàùè-
ù¼ííûå îïåðàòîðû âûáîðà.

Óòâåðæäåíèå 15. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ
ýðáðàíîâà ìîäåëü, ω ∈ Act∗ � ïðîèçâîëüíîå
ñîñòîÿíèå ýòîé ìîäåëè, φ � ïðîèçâîëüíàÿ
íîðìàëüíàÿ ôîðìóëà òîòàëüíîãî äåòåðìè-
íèðîâàííîãî âàðèàíòà µ-Èñ÷èñëåíèÿ (ò.å.
µT-ôîðìóëà), Gfp (Greatest �x points) � ìíî-
æåñòâî âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ
ýòîé ôîðìóëû, ñâÿçàííûõ â íåé êîíñòðóêòî-
ðîì íàèáîëüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êè, à Cnj
� ìíîæåñòâî âñåõ íîâûõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
ïåðåìåííûõ q, êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè
âûïîëíåíèè àëãîðèòìà µT2S(φ) ïðè òðàíñ-
ëÿöèè êîíúþíêöèé. Èìååì: ω |=M φ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ
ñõåìà ßíîâà EPDL2S(φ) èìååò êîíå÷íóþ
ïîëíóþ òðàññó, íà÷èíàþùóþñÿ ñ ñîñòîÿíèÿ ω â
ëþáîé ìîäåëè M ′ ïîäõîäÿùåé äëÿ Gfp, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé M íà (Gfp ∪ Cnj).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñòðóêòóðå ôîð-
ìóë. Áàçà èíäóêöèè è øàã èíäóêöèè äëÿ êîíú-
þíêöèè, äèçúþíêöèè è ìîäàëüíîñòè 〈 〉 � àíà-
ëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 5. Îñòà¼ò-
ñÿ îáîñíîâàòü øàã èíäóêöèè äëÿ êîíñòðóêòîðîâ
íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Íà÷í¼ì ñî ñëó÷àÿ µp.φ. Â ñîîòâåñòâèè ñî
ñëåäñòâèåì 13, M(µx.φ) =

⋃
n≥0M(φnfalse/x).

Òàê êàê µT2S(µx.φ) ïîëó÷àåòñÿ èç µT2S(φ)
â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè goto {0} âìåñòî
if x then stop else excp, òî µT2S(µx.φ) ýêâèâà-
ëåíòíà µT2S(

∨
n≥0 φ

n
false/x).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé νp.φ. Èìååì (â ñî-
îòâåñòâèè ñî ñëåäñòâèåì 13): M(νx.φ) =
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n≥0M(φntrue/x). À òàê êàê µT2S(νx.φ) ïîëó-

÷àåòñÿ èç µT2S(φ) â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè
if x then {0} else stop âìåñòî çàùèù¼ííûõ
âîïåðàòîðîâ if x then stop else excp è stop
âìåñòî íåçàùèù¼ííûõ, òî µT2S(νx.φ) ýêâè-
âàëåíòíà µT2S(

∧
n≥0 φ

n+1
true/x) òàê êàê x ∈ Gfp

è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî îçíà÷èâàíèå ìîæåò áûòü
èñòèííî òîëüêî íà ïðîèçâîëüíûõ íî îáÿçàòåëüíî
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâå òåðìîâ.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé 10-
15 è ñëåäñòâèÿ 5.

Òåîðåìà 1. Ïðîïîçèöèîíàëüíîå µ-Èñ÷èñëåíèå
ðàçðåøèìî ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé âåðõíåé îöåíêîé
ñëîæíîñòè (îò ëèíåéíîãî ðàçìåðà ôîðìóëû).

5.3 Ïðèìåðû òðàíñëÿöèè µT

Ïðîèëëþñòðèðóåì ìåòîä òðàíñëÿöèè µT â ñõåìû
íà ñëåäóþùèõ òð¼õ ôîðìóëàõ:

• νx.(〈f〉x);

• νx.
(
µy.
(
(p ∧ 〈ga〉x) ∨ 〈fa〉y

))
;

• µx.(p ∨ [f ]x) ∨ νy.(¬p ∧ 〈f〉y).

Â êëàññå òîòàëüíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìîäå-
ëåé ïåðâàÿ ôîðìóëà òîæäåñòâåííî èñòèííà, òàê
êàê îíà ýêâèâàëåíòíà ∆f , à ëþáàÿ ïðîãðàìì-
íàÿ ïåðåìåííàÿ â ëþáîé òîòàëüíîé äåòåðìèíèðî-
âàííîé ìîäåëè âñåãäà áåñêîíå÷íî ñàìîïðèìåíè-
ìà. Ðåçóëüòàò å¼ òðàíñëÿöèè àëãîðèòìîì µT2S
ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ. 8. Òàê êàê äëÿ ýòîé ôîð-
ìóëû ìíîæåñòâî Gfp ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
ñèìâîëà x, òî òîòàëüíîñòü ïðåäñòàâëåííîé ñõåìû
îòíîñèòåëüíî ýòîãî ìíîæåñòâà î÷åâèäíà.

Ðèñ. 8.

Âòîðàÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ ôîðìóë ýêâèâàëåíò-
íà totdet(∆a). Ïîýòîìó îíà âûïîëíèìà, íî íå èñ-
òèííà, òàê êàê êîíñòðóêöèÿ, èñïîëüçîâàííàÿ â

totdet, ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü íå âñþäó îïðå-
äåë¼ííûå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ (ñì. äîêàçàòåëü-
ñòâî óòâåðæäåíèÿ 2). Ðåçóëüòàò å¼ òðàíñëÿöèè
àëãîðèòìîì µT2S ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ. 9. È äëÿ
ýòîé ôîðìóëû ìíîæåñòâî Gfp ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîãî ñèìâîëà x. Íî åñëè êàæäóþ ïðîïîçè-
öèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ q è pa îçíà÷èòü ïóñòûì
ìíîæåñòâîì òåðìîâ, òî î÷åâèäíî, ÷òî â òàêîé ìî-
äåëè ýòà ñõåìà íå èìååò íèîäíîé êîíå÷íîé ïîë-
íîé òðàññû.

Ðèñ. 9.

Òðåòüÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ ôîðìóë ýêâèâàëåíò-
íà ôîðìóëå (AFp ∨ EG¬p) òåìïîðàëüíîé ëîãè-
êè âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè Computation Tree Logic
CTL40 [7, 34]. Îíà ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèí-
íîé, òàê êàê ôîðìóëà óòâåðæäàåò, ÷òî èëè íà
ëþáîé áåñêîí÷íîé òðàññå f∗ îáÿçàòåëüíî âñòðå-
òèòüñÿ ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì âåðíî p, èëè íàéä¼ò-
ñÿ áåñêîí÷íàÿ òðàññà f∗, â êîòîðîé âî âñåõ ñî-
ñòîÿíèÿõ âñåãäà ¬p. Ðåçóëüòàò òðàíñëÿöèè ýòîé
ôîðìóëû àëãîðèòìîì µT2S ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ.
10. Äëÿ ýòîé ôîðìóëû ìíîæåñòâî Gfp òîæå ñî-
ñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ñèìâîëà x. Äîñòàòî÷íî
î÷åâèäíî, ÷òî ñõåìà íà ýòîì ðèñóíêå òîòàëüíà
îòíîñèòåëüíî {x}.

5.4 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

È òàê, â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ãëàâíûé
ðåçóëüòàò ðàçâèòèÿ ñõåìíîãî ìåòîäà äîêàçà-
òåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè ïðîïîçèöèîíàëüíûõ

40Ñ ìîäàëüíîñòüþ AF � Always in Future � ìû óæå
âñòðå÷àëèñü (ñì. ñíîñêó 36), à âòîðàÿ ìîäàëüíîñòü EG �
ýòîò Exists Globally.
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Ðèñ. 10.

ïðîãðàììíûõ ëîãèê � ðàçðåøèìîñòü âàðèàíòîâ
ïðîïîçèöèîíàëüíîé äèíàìè÷åñêîé ëîãèêè è
µ-Èñ÷èñëåíèÿ âïóò¼ì ñâåäåíèÿ ïðîáëåìû ê
ïðîáëåìå îòíîñèòåëüíîé òîòàëüíîñòè íåäåòåð-
ìèíèðîâàííûõ ñõåìñ ßíîâà. Ïåðâîíà÷àëüíî
ýòîò ìåòîä áûë ðàçðàáîòàí â 1983-1987 ãã.
òîëüêî äëÿ âàðèàíòîâ ïðîïîçèöèîíàëüíîé äè-
íàìè÷åñêîé ëîãèêè [13, 38], îäíàêî ðÿä øàãîâ
â öèòèðóåìûõ ïóáëèêàöèÿõ íå áûë äîñòàòî÷íî
îáîñíîâàí41. Çàòåì ìåòîä áûë îáîáù¼í äëÿ
µ-Èñ÷èñëåíèÿ â [18], ïðè ýòîì, îäíàêî, âìåñòî
òíîñèòåëüíîé òîòàëüíîñòè áûëà èñïîëüçîâàíà
îáîáù¼ííàÿ òîòàëüíîñòü. Êàê óæå áûëî ñêà-
çàíî â äàííîé ðàáîòå, â ïðîáëåìà îáîáù¼ííîé
òîòàëüíîñòè èñïîëüçóþòñÿ êâàíòîðû âòîðîãî
ïîðÿäêà ïî ïðîïîçèöèîíàëüíûì ïåðåìåííûì,
êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ýëèìèíàöèè íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê. Êàê ýòî ïðîèñõîäèò, ìîæíî ïîíÿòü
èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííîãî â [18].

Óòâåðæäåíèå 16. Ïóñòü φ � ïðîèçâîëüíàÿ
µC-ôîðìóëà, x ∈ V ar � ïðîèçâîëüíàÿ ïðîïî-
çèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ (ê êîòîðîé ëåãàëüíî
ïðèìåíÿòü ñâÿçûâàíèå µx èëè νx â φ), U �
ýòî ïðîãðàììà42

(⋃
a âñòðå÷àåòñÿ â φ a

)∗
, à M è

ω ∈ Act∗ � ðîèçâîëüíàÿ ýðáðàíîâà èíòåðïðåòà-
öèÿ è òåðì. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè.

• ω |=M µx.φ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ëþáîé ìîäåëè M ′, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäè-
ôèêàöèåé M íà x, âåðíî ω |=M ′

(
[U ](φ →

x)→ x
)
;

41Íàïðèìåð, ïåðåõîä ê ýðáðàíîâûì ìîäåëÿì äëÿ ëîãèê.
42Ýòó ïðîãðàììó ìû óæå èñïîëüçîâàëè â äîêàçàòåëü-

ñòâå óòâåðæäåíèÿ 11. Ôàêòè÷åñêè, â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå
èñïîëüçóåòñÿ ïåðâàÿ èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.

• ω |=M νx.φ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ íåêîòîðîé ìîäåëè M ′, êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ìîäèôèêàöèåé M íà x, âåðíî ω |=M ′(
[U ](x→ φ) ∧ x

)
;

Ñëåäóåò, îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî ðàçðåøàþùàÿ
ïðîöåäóðà äëÿ ïðîáëåìû îáîáù¼ííîé òîòàëüíî-
ñòè çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå äëÿ ïîíèìàíèÿ è îáîñ-
íîâàíèÿ, ÷åì äëÿ îòíîñèòåëüíîé òîòàëüíîñòè.

Åù¼ îäèí íîâûé èíòåðåñíûé âàðèàíò ñõåìíîãî
ìåòîäà äëÿ µ-Èñ÷èñëåíèÿ áûë ïðåäñòàâëåí â
êà÷åñòâå äîêëàäà íà 10-îé Ershov Informatics
Conference PSI-2015 (25 - 27 August 2015,
Innopolis, Kazan, Russia) [20]. Â ýòîì âàðèàí-
òå òðàíñëèðóþòñÿ çàùèù¼ííûå íîðìàëüíûå
ôîðìóëû µC (òî÷íåå, µT), à äëÿ ïðîâåð-
êè îòíîñèòåëüíîé òîòàëüíîñòè èñïîëüçóåòñÿ
âåðèôèêàöèÿ ñïåöèàëüíîé ôèêñèðîâàííîé
µ-ôîðìóëû â êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ, çàäàííûõ
áëîê-ñõåìàìè áåñïåòåëüíûõ íåäåòåðìèíèðîâàí-
íûõ ñõåì ßíîâà. Ýòà ñïåöèàëüíàÿ ôîðìóëà �
ýòî ôîðìóëà äëÿ ñâîéñòâà ñïðàâåäëèâîñòè43

fair(. . . , . . . ) èç îïðåäåëåíèÿ 9, îíà èìååò ëè-
íåéíóþ ñëîæíîñòü âåðèôèêàöèè â êîíå÷íîé
ìîäåëè44. Òàê êàê â [20] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ðàçðåøèìîñòè µ-Èñ÷èñëåíèÿ âñÿêóþ ôîðìóëó
ñíà÷àëà íàäî ïðåîáðàçîâàòü â ýêâèâàëåíòíóþ çà-
ùèù¼ííóþ ôîðìóëó, à ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè
äëÿ µ-Èñ÷èñëåíèÿ ïîëíà â êëàññå EXP − Time
[9], òî, â ÷àñòíîñòè, â [20] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî
àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ïðåîáðàçîâàíèÿ
µC-ôîðìóë â ýêâèâàëåíòíûå çàùèù¼ííûå
ôîðìóëû èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ íèæíþþ
îöåíêó. (Ðàíåå â ðàáîòå [4] áûëî îòìå÷åíî, ÷òî
ýêñïîíåíöèàëüíóþ íèæíþþ îöåíêó èìååò àë-
ãîðèòì ýëèìèíàöèè íåçàùèù¼ííûõ ñâÿçàííûõ
ïåðåìåííûõ, îïèñàííûé â [29].)

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî íå ñìîòðÿ íà çíà-
÷åíèå µ-Èñ÷èñëåíèÿ äëÿ îáîñíîâàíèÿ ÷ðåçâû-
÷àéíî âîññòðåáîâàííîé íà ïðàêòèêå âåðèôèêà-
öèè êîíå÷íûõ ìîäåëåé [7, 34], íàì íå èçâåñíî
ïóáëèêàöèé î ïðèìåíåíèè ðàçðåøàþùèõ ïðîöå-
äóð äëÿ µ-Èñ÷èñëåíèÿ â ïðàêòè÷åñêîé âåðèôè-
êàöèè.

43Ýòà æå µC-ôîðìóëà è òàáëè÷íûé ìåòîä âåðèôèêàöèè
µ-Èñ÷èñëåíèÿ â êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ èç [8] èñïîëüçîâàíû â
[19] äëÿ àêñèîìàòèçàöèè ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè ëè-
íåéíîãî âðåìåíè LTL (propositional Linea Time temporal
Logic) [21].

44ëèíåéíóþ îò ðàçìåðà ìîäåëè
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